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Johdanto

Liikenneverkkojen ruuhkien vdhentdmiseen on jo vuosikymmenten ajan kehi-
tetty erilaisia menetelmia, joilla verkon liikenne jaetaan kayttokustannusten
mukaisesti kaikille kaytettavissd oleville reiteille, eli ”tasapainotetaan”.
Soveltamalla n&itd menetelmid voidaan myoOs pakettikytkentdisen tie-
tolitkkenneverkon liikennettd optimoida ruuhkautumisen vélttadmiseksi.
Tietoliikenneverkon tapauksessa liikenteen tasapainottaminen merkitsee
myo6s virrankulutuksen tasapainottamista verkon solmujen kesken. Tar-
kasteltaessa liikuteltavien solmujen muodostamaa (Kuva 1) monen hypyn
verkkotopologiaa, jossa datapaketit kuljetetaan kohteeseensa muiden solmu-
jen vilitykselld, yksittdisten solmujen virrankulutus on verkon toiminnan
kannalta hyvin kriittinen kysymys. Lahinnd tdhdn modernin tietoliikenne-
tekniikan ongelmaan téssé tutkielmassa etsitdédn ratkaisua.

Kuva 1: Monen hypyn verkkotopologia.

Tarkastellaan Kuvan 1 verkkoa. Jos reitityksesséd kidytetdin lyhimmén polun



madradmad reittid, saa solmu 8 vilitettdvikseen esimerkiksi kaiken solmujen
2 ja 6 vilisen liikenteen. Jos solmu 8 toimii usean reitin vilittdjasolmuna,
voi jatkuva ldhettdminen kuluttaa loppuun sen virtaldhteen. Témén jélkeen
verkon liikenndinti ei en#é ole kovinkaan vankalla pohjalla (jos solmut eivét
siirry 1dhemméksi toisiaan muodostamaan uusia yhteyksid). Liikenteen
tasapainottaminen ohjaisi osan liikenteestd muille reiteille, jolloin myo6s osa
virrankulutuksesta siirtyisi muiden solmujen riesaksi.

Tasapainon laskemiseen kehitettyjen menetelmien pohjalla on kéytetty
muun muassa kiintopistemenetelmié ja epélineaarista optimointia. Vuosien
saatossa on kuitenkin todettu kiintopistemenetelmien puuttellinen lasken-
nallinen tehokkuus ja epélineaarisen optimoinnin vaatimat mallia rajoittavat
oletukset. Naitd menetelmid korvaamaan on noussut dérellisulotteinen vari-
aatioepéayhtilo, joka ei aseta tarkasteltavalle ongelmalle vastaavia rajoituksia.
Niinpa téssé tutkielmassa perehdytéddn variaatioepayhtéaloiden avulla tapah-
tuvaan tasapainotukseen. Yleisen liikenneverkon mallin pohjalta kehitetain
tietoliikenneverkon liikennettéd tasapainottava variaatioepéyhtédloongelma.
Tamén ongelman ratkaisemiseksi tarkastellaan variaatioepayhtédlon ominai-
suuksia ja variaatioepdyhtéloiden ratkaisemiseen kehitettyjd yhdistettyjé
relaksaatiomenetelmia.

Alunperin liikkuvan reunan ongelmien ratkaisuun kehitetyt variaatio-
epayhtilot ovat osoittautuneet kéyttokelpoisiksi ja tehokkaiksi tyodkaluiksi
monissa eri tieteenalojen ongelmissa, kuten mekaniikassa, peliteoriassa seké
erityisesti taloudellisten verkkojen ja liikenneverkkojen tasapainottamisessa.
Variaatioepayhtélot ja niiden ratkaisumenetelmét ovatkin olleet ankaran
tutkimuksen kohteena.

Yhdistetystd relaksaatiosta (Combined Relaxation, CR) puhuttaessa
tarkoitetaan yleistd ldhestymistapaa variaatioepayhtéloiden ratkaisume-
netelmien konstruointiin. CR-menetelmét perustuvat nimensid mukaisesti
erilaisten relaksaatiomenetelmien yhdistelyyn, modifiointiin ja yleistdmiseen.

Tutkielman ensimmaéisessé luvussa esitellddn variaatioepayhtalon késite seké
osoitetaan joitakin ratkaisun olemassaoloa ja yksikésitteisyyttd koskevia
tuloksia. Lisdksi késitellddn kiintopisteyhtdlod ja sen yhteyttd variaatio-
epayhtdloon. Luku 1 noudattelee padosin teoksen [6] alkuosan rakennetta.



Tétd runkoa tdydentivit ldhteet [1, 4, 5, 7, 9, 10, 11].

Luvussa 2 paneudutaan variaatioepdyhtédloiden ratkaisemiseen kehitet-
tyjen CR-menetelmien teoriaan ja toteutukseen. CR-menetelmien tarkaste-
lussa edetéén teoksen [7] ensimmaéisen luvun mukaisesti.

Luvussa 3 tarkastellaan variaatioepdyhtédldiden verkkosovellutuksia.
Esitelladn verkon liikenteen tasapainottamisongelma ja sen soveltaminen
tietoliikenneverkkoihin. Sovelletaan verkon tasapainotilan laskemiseen so-
veltuvaa CR-menetelmééd ja ratkaistaan numeerisesti esimerkkiongelmia.
Numeeristen kokeiden avulla tarkastellaan tasapainottamisella saavutettavia
hyotyja tietoliikenneverkoissa. Verkkoja ja tasapainotusta késittelevisséa
teoriaosuudessa on kéytetty ldhteita [2, 3, 8, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Esi-
merkkiongelmien numeerisessa ratkaisussa on kéytetty Kazanin yliopistossa
kehitettyé tietokoneohjelmaa.



Luku 1
Variaatioepayhtiloista

Monet matemaattiset ongelmat ovat esitettdvissi variaatioepdyhtaloné:

Esimerkki 1. [6] Olkoon f : R — R derivoituva funktio. Minimoidaan funk-
tio f yli vélin [a,b]. On siis 16ydettévéd sellainen piste xy € [a,b], ettd
f(z) > f(zo) aina, kun z € [a,b]. Pisteen z sijainti vililld [a,b] on joko
To=a, a < xg < b tai xg = b. Tarkastellaan erikseen mahdolliset kolme ta-
pausta:

Jos g = a, niin
f(z0) >0 ja x>z aina, kun z € [a,b].
Jos a < xg < b, niin
(o) = 0.
Jos x¢ = b, niin
f(z0) <0 ja z <z aina, kun z € [a,b].
Namé kolme tapausta voidaan ilmaista yhtapitdvasti variaatioepdyhtdalon
muodossa

zo € [a,b] ja f'(zo)(z —x0) >0 aina, kun z € [a, b]. (1)

Tarkasteltava minimointiongelma on siis yhtépitavé variaatioepdyhtélon (1)
ratkaisemisen kanssa.



1.1 Merkintoja ja madritelmia

Variaatioepdyhtélolle esitetdédn kirjallisuudessa useita erilaisia méaaritelmis —
kukin muotoillaan tilanteen mukaan mielekk&élla tavalla. Usein (ks. esim.
[9]) variaatioepdyht#lo médritellddn yleisesti Hilbertin avaruuden V', sen du-
aaliavaruuden V*, epidtyhjan suljetun konveksin joukon K C V| bilineaari-
sen kuvauksen a : V x V — V ja alkion f € V* avulla. On 16ydettéivé piste
u € K, joka toteuttaa variaatioepdyhtilon

a(u,v —u) > (f,v —u) aina, kun v € K,

missd (-,+) : V* x V — V. Vastaavia mairittelyjé, joissa duaaliavaruus V*
korvataan avaruudella V' ja (-,-) : V x V — V on sisdtulo, on myos esitetty.

Ennen téssd tutkielmassa kayttokelpoisen mééritelmin esittdmistd esi-
tellddn joitakin jatkossa kaytettdvid merkintoja ja késitteitd. Analyysin ja
optimointiteorian peruskisitteet oletetaan tunnetuiksi.

Jos joukko A siséltyy joukkoon B, merkitddn A C B. Jos tiedetdén,
ettd sisdltyminen on aito, merkitddn A C B. Merkitddn n-ulotteisen
(ne€{1,2,3,...}) euklidisen avaruuden r-séteistd xo-keskistd suljettua
palloa B,.(xg), siis

By (o) ={zeR"| |z —xo| <71 }.

Merkitdin K, = K N B,(0), missd K C R™ ja r > 0. Ei-negatiivisten reaali-
lukujen joukkoa merkitddn R, .

Maiidritelma 1.1. Joukko K C R"™ on konwveksi, jos mielivaltaisilla pisteilld
x,y € K pétee

Ar 4+ (1 =Ny € K aina, kun A €]0, 1].
Maisritelma 1.2. Funktio f: R™ — R on konveksi, jos mielivaltaisilla pis-
teilld xz,y € R™ pétee

fAz+ (1 —=Ny) <Af(x)+(1—XN)f(y) aina, kun A €]0, 1].



Merkitddn euklidista sisdtuloa (-,-) : R" x R® — R ja euklidista normia
Il : R™ — R, siis

n
(z,y) =y 'z = Zmiyi aina, kun x,y € R"
i=1
ja
|z|| = \/{z,x) aina, kun x € R".
Positiivisesti  semidefiniitin = matriisin A € R™*” madrddma normi
-] 4 : R™ — R mééritelldén asettamalla

|z]| , = v/ (Az,x) aina, kun « € R".

Esitellaan nyt tédssé tutkielmassa tarkasteltava perusongelma ja méaaritellasn
variaatioepayhtéld tdmén tutkielman tarpeiden mukaisesti.

Variaatioepdyhtiloongelma. [11] Olkoon K C R”" epityhji suljettu
konveksi joukko ja olkoon F': K — R" jatkuva kuvaus. On 16ydettéava sellai-
nen piste z* € K, etta

(F(z*),y —z*) >0 aina, kun y € K. (1.1)

Mairitelma 1.3. Epdyhtilod (1.1) kutsutaan variaatioepdyhtdiloksi. Jouk-
ko K C R™ on variaatioepayhtalon kdypd joukko. Kuvaus F' : K — R™ on
variaatioepayhtalon kohdefunktio.

Jatkossa siis joukolla K tarkoitetaan aina epityhjaa suljettua konvek-
sia kdypad joukkoa K C R™ ja kuvauksella F' jatkuvaa kohdefunktiota
F : K — R". Merkitddn jatkossa variaatioepdyhtélon (1.1) ratkaisujen muo-
dostamaa ratkaisujoukkoa K*.

Huomautus 1.1. Téssé luvussa esitettavista tuloksista monet ovat voimas-
sa yleisesti Hilbert-, Banach- tai normiavaruuksissa. Tutkielman painopis-
te on kuitenkin reaalimaailman sovellutuksissa (Luvussa 3), joten variaatio-
epayhtaloitéa koskevissa tarkasteluissa rajoitutaan euklidiseen avaruuteen R™.



1.2 Projektiosta ja kiintopisteyhtilosta

Kiintopisteongelma. Olkoon S CR" joukko ja olkoon G:S — S
kuvaus. On l6ydettdva piste a* € S, joka toteuttaa Fkiintopisteyhtdlon
G (z*) = z*. Tallaista pistettd z* sanotaan kuvauksen G kiintopisteeksi.

Téassd kappaleessa tarkastellaan kiintopisteongelmaa esimerkkind vari-
aatioepayhtilon avulla ratkaistavista ongelmista. T&ta tarkastelua varten
madritellddn projektio suljettuun konveksiin joukkoon. Esittdmaélld projek-
tio variaatioepayhtédlond saadaan variaatioepadyhtloongelmalle yhtéapitava
kiintopisteongelma. Kappaleen tuloksia kiytetddn jatkossa tarkasteltaessa
variaatioepayhtélon ratkeavuutta.

Lause 1.1. Jokaiselle pisteelle x € R™ on olemassa yksikdisitteinen piste
y € K, jolle

—y|| = inf |]z —7||. 1.2
lle =yl = inf ||z — ]l (1.2)

Todistus. [6] Olkoon piste x € R™ mielivaltainen. Joukko K # () on suljettu,
joten

inf ||z —n|| =:d

inf ||z — ]l

on olemassa. Suurimman alarajan mééritelmén (ks. [5]) mukaan on olemassa
sellainen jono {y;}p2, C K, ettd

d= lim ||z — ygl . (1.3)
k—ro0

Osoitetaan, ettd {yx}2>; on Cauchyn jono. Soveltamalla sisétuloavaruuden
suunnikassddintod

la +Bl* + fla = " = 2(|la]|” + [[o]]*) aina, kun a,b € K

saadaan
2 2 2 2
2(lz —ymll” +llz = vall’) = (@ —ym)+ @ —v)I" + (@ = ym) — (& — yn)||
= 22 = (Ym + ) I* + Y0 — yul®
1 2
= 4 x—§(ym+yn) + 1Yn = Yl




aina, kun m,n € Z,. Niin ollen
2

1
T — _(ym +yn)

2 2 2
52 = ymll” = 2 (2 = " + |2 — ]|) — 4
2

aina, kun m,n € Z. . Pisteet y,, ja y, kuuluvat konveksiin joukkoon K, joten
my&s piste 3(ym + yn) € K (A = & Mééritelméssi 1.1). Téten

1
T — Q(ym + yn)

> inf ||z — 7| =d
= inf flz =]
ja
I = mll® + 4> < 2 (2 = yl* + Il = ) -
Koska normi on aina ei-negatiivinen, saadaan edellisesté yhtdlon (1.3) nojalla
Y — Yml|| — 0, kun n,m — oc.

Jono {yx}72, € K on siis Cauchyn jono. Koska K on suljettu, on olemassa
sellainen y € K, etté

li =.
Jim g =y

On 16ydetty véitteen piste, joka antaa etéisyyden inf,cx ||z — 7]

inf [l 7]l = fim [l — yil| = o= tim g =z =1l

Osoitetaan saadun pisteen yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd pisteet y,z € K
molemmat toteuttavat ehdon (1.2), eli |z — y|| = || — z|| = d. Jélleen piste
:(y + 2) kuuluu konveksiin joukkoon K, joten

2

1
d? < $—5(9+Z)

2

- |e-v+36-2

Suunnikassddnnon nojalla

1 2 1 2 1 1 2 1 2
2<H§(1’—y) +H§($—Z) >_H§($—y)+§(l’—2) +H§(z—y) :
joten

1 1 1
2 < o222 Z2) — 2y —yl?
d: < <4d +4d> 4”2 ||
1
= =5l -yl

9



l y — I

joten taytyy olla y = z. O

Maéritelma 1.4. Lauseen 1.1 mukainen piste y € K on pisteen x € R"
projektio joukolle K; merkitdsn y = Prxx. Operaattori Prg : R™ — K, jo-
ka kuvaa jokaisen pisteen z € R™ projektiolleen joukossa K, on projektio-
operaattorsi.

Jatkoa varten todetaan (ks. [7]), ettd positiivisesti semidefiniitin matriisin
A e RV (A # 0) médraamén normin suhteen voidaan maééritelld matriisin
A generoima pisteen € R projektio joukolle K; piste y = Pri € K, jolle
péatee

o= yll = inf flz =7

Osoitetaan seuraavaksi kuuluisa Brouwerin kiintopistelause. Monimutkaisen
todistuksen (ks. esim. [1]) lyhentdmiseksi nojaudutaan Brouwerin aikaisem-
paan tulokseen ([10] s. 188):

Lemma 1.2. Jos B C R" on suljettu pallo ja kuvaus T': B — B on jatkuva,
nin kuvauksella T on kiintopiste.

Lause 1.3 (Brouwerin kiintopistelause). Olkoon S C R"™ epdtyhji kon-
veksi kompakti joukko ja olkoon kuvaus G : S — S jatkuva. Talloin kuvauk-
sella G on olemassa ainakin yksi kiintopiste.

Todistus. [6] Heine-Borelin lauseen mukaan joukko S C R"™ on kompakti, jos
javain jos S C R" on suljettu ja rajoitettu. Téssa joukko S on lisdksi epdtyhja
ja konveksi, joten projektio joukolle S on méaaritelty Méaéritelmén 1.4 mukai-
sesti.

Olkoon B C R" sellainen suljettu pallo, ettd S C B. Koska projektio-
operaattori Prg:R" — S on jatkuva [11], my6s yhdistetty kuvaus
G o Prg: B — S on jatkuva. Lemman 1.2 nojalla yhdistetylld kuvauksella
G o Prg on kiintopiste z*, siis

GoPrga* =za". (1.4)
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Piste z* € S, joten projektion méiritelmén nojalla

Go Prg z* = G (Prgz*) = G(z7). (1.5)
Yhtaloistd (1.4) ja (1.5) seuraa viite G(z*) = z*. O
My6s Brouwerin kiintopistelause (vrt. Huomautus 1.1) pétee ylei-
semmiéssikin tapauksessa, nimittiin joukon S ollessa normiavaruuden osa-

joukko. Tama tulos tunnetaan Schauderin lauseena, joka seuraa Tychonoffin
lauseesta [1].

Lause 1.4. Olkoon x € R"™ jay € K. Talléin y = Prgx, jos ja vain jos
(y—xz,z—y) >0 aina, kun z € K. (1.6)

Todistus. [6] Olkoon y = Prxax € K ja piste z € K mielivaltainen. Aina, kun
A € [0, 1], piste
A+ 1 =Ny=y+Az—1y)

kuuluu konveksiin joukkoon K. Asetetaan funktio
o\ = llz —y = Mz =)

Pisteen y projektio-ominaisuudesta (1.2) ndhdéén, ettd funktio ¢(\) saavut-
taa miniminsé pisteessd A = 0. Koska téssd funktio ¢ minimoidaan yli vilin
[0, 1], huomataan (kuten Esimerkissi 1) ettd ¢'(0) > 0. Toisaalta

o) = llz =yl =22 (z —y, 2 —y) + X = —y|”

ja
PN =—2(z—y,z—y)+ 2\ |z —y|*.
Niin ollen
¢'(0)=—2(r—y,z—y) >0,
joten

(y—z,z—y) >0.
Todistetaan vield véitteen toinen suunta. Olkoon (y — x, z — y) > 0 aina, kun

z € K. Lisdamalla ja vahentamailld x saadaan

0 < y—z,z—x+z—19)
y—z,z—x)+(y—=z,z-y)
y—z,2—x) —(y—z,y— 1)
y—z,2—1z)—|ly—z|* aina, kun z € K.
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Soveltamalla Cauchy-Schwarzin epdayhtilod
(z,y) < [lz][ lyl] aina, kun z,y € R"
saadaan
ly—z|? < (y—z,2—2) <|y—z| |z —2z| ana, kunze K.  (1.7)

Osoitetaan nyt projektio-ominaisuus erikseen triviaalissa tapaukses-
sa |ly—z||=0 ja tapauksessa |y — x| > 0. Oletetaan ensin, ettd
ly — x| > 0. Jakamalla epéyhtdlo (1.7) puolittain normilla ||y — ||
saadaan

ly —z|| < ||z —z| aina, kun z € K,

joten y = Prgz. Jos ||y — z|| = 0, saadaan valittomasti
|z —z|| >0=|y—z| aina, kun z € K,

mika todistaa vaitteen. O

Osoitetaan variaatioepédyhtalon ja kiintopisteyhtélon vilinen yhteys.

Lause 1.5. Piste 2* € K on variaatioepdyhtdlon (1.1) ratkaisu, jos ja vain
jos mielivaltaisella v > 0

" = Prg(z* — yF(z")). (1.8)
Todistus. [11] Olkoon z* variaatioepédyhtélon (1.1) ratkaisu, siis
(F(z*),y —z*) >0 aina, kun y € K.

Kerrotaan epayhtdlo puolittain vakiolla —y <0 ja lisdtddn puolittain
(x*,y — x*), jolloin saadaan

(", y —x*) > (z* —~yF(2"),y — x*) aina, kun y € K. (1.9)
Lauseessa 1.4 epiayhtélo (1.6) on yhtépitdva epayhtilon
(y,z—y) > (z,z —y) aina, kun z € K

kanssa. Niin ollen Lauseesta 1.4 ja epdyhtédlostd (1.9) ndhdéén, ettd
x* = Prg(z* — vF(z*)), joten variaatioepayhtélo (1.1) on yhtapitdva kiin-
topisteyhtilon (1.8) kanssa. O
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1.3 Ratkaisun olemassaolo ja yksikéasitteisyys

Variaatioepayhtdloongelmalla ei suinkaan kaikissa tilanteissa ole ratkaisua.
Téassd kappaleessa médrataan joitakin ehtoja ratkaisun olemassaololle ja
yksikisitteisyydelle. Osoitetaan aluksi variaatioepiyhtdlon (1.1) ratkaisun
olemassaolo kdyvéan joukon K ollessa kompakti.

Lause 1.6. Olkoon K C R™ kompakti. Talloin variaatioepiyhtdlolli (1.1) on
ratkaisu.

Todistus. [6] Olkoon [I:K — K identiteettikuvaus ja olkoon -~ >0
mielivaltainen. Koska projektio-operaattori Prg :R"” — K ja ku-
vaus [ —~F:K — R"™ ovat jatkuvia, my6s yhdistetty kuvaus
Prxo(I —vF): K — K on jatkuva. Niin ollen Brouwerin kiintopis-
telauseen nojalla on olemassa sellainen z* € K (kiintopiste), ettd

Prgo(I—yF)(z") = Prg(a” —~F(z"))

= z*.

Lauseen 1.5 nojalla z* on variaatioepdyhtélon (1.1) ratkaisu. O

Seuraavissa ratkaisun olemassaololle ja yksikisitteisyydelle osoitettavissa tu-
loksissa asetetaan lisdrajoitteita variaatioepdyhtdlon kohdefunktion jatku-
vuudelle. Tulevia tarkasteluja varten méaritelldén monotonisuuden késite.

Maéritelma 1.5. [7] Olkoot W, V C R™ konveksit, W CV ja olkoon
G :V — R". Kuvaus G on

(a) vahvasti monotoninen joukossa W vakiolla 7 > 0, jos jokaiselle piste-
parille x,y € W on voimassa

(G(z) — Gly),z —y) > 7|z —y|%

(b) aidosti monotoninen joukossa W, jos jokaiselle pisteparille z,y € W,
misséd x # y, on voimassa

(G(x) — G(y),r —y) > 0;
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(¢) monotoninen joukossa W, jos jokaiselle pisteparille z,y € W on voi-
massa

(G(x) = G(y),z —y) > 0;

(d) pseudomonotoninen joukossa W, jos jokaiselle pisteparille z,y € W eh-
dosta

(G(y),r—y) >0

seuraa

(G(x),x —y) > 0.

Kuvausta G : V — R"™ sanotaan monotoniseksi (mééritelmén muut kohdat
vastaavasti), jos G on monotoninen joukossa V.

Lause 1.7. Olkoon kohdefunktio F' pseudomonotoninen. Tadlloin x* on va-
riaatioepayhtilon (1.1) ratkaisu, jos ja vain jos x* € K ja

(F(y),y —2*) >0 aina, kuny € K. (1.10)

Todistus. Olkoon z* variaatioepédyhtélon (1.1) ratkaisu. Télloin varmasti
x* € K. Koska F' on pseudomonotoninen, ehdosta

(F(z"),y — %) >0 aina, kuny € K
seuraa viitteen epayhtilo
(F(y),y —2*) > 0 aina, kun y € K.
Olkoon nyt z* € K ja
(F(y),y — ) > 0 aina, kun y € K. (1.11)

Olkoon y € K mielivaltainen. Kaypad joukko K on konveksi, joten
Ay + (1 — N)z* € K aina, kun X €]0, 1[. Oletuksen (1.11) nojalla

(FAy+ (1= XN)z"), \y+ (1 = N)z* —z*) >0,

toisin sanoen
MMy —2%)+2%),y —2*) > 0.
Jaetaan epayht#lo vakiolla A €]0, 1[. Viite saadaan raja-arvona, kun A — 0+.
O

14



Epédyhtilod (1.10) sanotaan duaalivariaatioepdyhtiloksi tai variaatio-
epayhtdlon (1.1) duaaliksi. Joukko K on myos duaalivariaatioepiayhtdlon
kaypé joukko ja kuvaus F' sen kohdefunktio. Merkitdéan jatkossa duaalivari-
aatioepdyhtilon (1.10) ratkaisujoukkoa K¢.

Lause 1.7 siis osoitti variaatioepayhtélolld (1.1) ja sen duaalilla (1.10)
olevan samat ratkaisut ainakin silloin, kun kohdefunktio ' on pseudomono-
toninen. Lyhyemmin: Jos F' on pseudomonotoninen, niin K* = K<. Lauseen
1.7 toinen suunta todistettiin kdyttamatta hyviksi pseudomonotonisuusole-
tusta, joten voidaan todeta, etti sisiltyvyys K¢ C K* pitee yleisesti. Téhin
havaintoon nojaudutaan usein Luvussa 2 tarkasteltaessa CR-menetelmien
perusominaisuuksia.

Lause 1.8. Jos kohdefunktio F' on aidosti monotoninen, niin variaatio-
epayhtalélla (1.1) on olemassa enintidn yksi ratkaisu.

Todistus. Oletetaan, ettd variaatioepdyhtalolla (1.1) on olemassa kaksi eri-
suurta ratkaisua. Olkoot z* ja z* erisuuret ratkaisut. On siis voimassa

(F(z*),y —x*) >0 aina, kuny € K
(F(z*),y —2*) >0 aina,kuny € K

Erityisesti, koska z*, z* € K, pétee

Kerrotaan epayhtalot vakiolla —1, jolloin saadaan

{ (F(z"),a* =27 <0
(—F(z*),2* —2*) <0~

Summaamalla saadut epyhtdlét saadaan
(F(z*) — F(z"),z" — 2*) <0.

Toisaalta aidosti monotonisen kuvauksen méaéritelméan mukaan taytyy olla
(F(z*) — F(2"),z" — 2") > 0,

miké on ristiriita. N&in ollen vastaoletus on véaré ja viite oikea. O
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Kohdefunktion F aito monotonisuus siis takaa variaatioepdyhtélon (1.1)
mahdollisen ratkaisun yksikésitteisyyden. Se ei kuitenkaan vield takaa rat-
kaisun olemassaoloa:

Esimerkki 2. Oletetaan, etté variaatioepdyhtédloongelman kiypa joukko on
K =R ja kohdefunktio F': R — R on eksponenttifunktio F'(z) = e*. Aina,
kun z,y € R ja z # y, erotukset F(z) — F(y) ja © — y ovat samanmerkkisia
ja nollasta eroavia. Niin ollen F' on Méaritelmén 1.5 mielessd aidosti mono-
toninen. Variaatioepdyhtilo (1.1) ei ratkea, silld jokaiselle pisteelle z* € R
voidaan valita piste y < x*, jolloin

(F(a"),y —a") = ¢ _(y—a") <.
>0 <0

Ratkaisun olemassaololle riittdvin ja valttdmattoméan ehdon méadraédmiseksi
tarkastellaan seuraavaa ongelmaa: Olkoon r > 0 vakio. On loydettéava sellai-
nen piste z, € K, = K N B,(0), etti

(F(z,),y —xr) > 0 aina, kun y € K,. (1.12)

Joukko K, C R" on suljettu ja rajoitettu, joten Heine-Borelin lauseen ja
Lauseen 1.6 nojalla ongelmalla (1.12) on olemassa ratkaisu z, € K, aina,
kun K, on epétyhja.

Esitetadn nyt yhtépitavd ehto variaatioepayhtélon (1.1) ratkaisun ole-
massaololle.

Lause 1.9. Variaatioepiyhtdalolli (1.1) on ratkaisu, jos ja vain jos on ole-
massa sellainen v > 0, ettd ongelman (1.12) ratkaisu x, € K, toteuttaa eh-
don

|| < 7.

Todistus. [6] Olkoon z* € K variaatioepayhtilon (1.1) ratkaisu. Valitaan sel-
lainen r > 0, ettd r > ||z*||. Talloin 2* € K. Koska variaatioepayhtilo

(F(z"),y — ") > 0 aina, kuny € K
on voimassa ja K, C K, piatee myos variaatioepayht&lo
(F(z*),y —x*) > 0 aina, kun y € K,.
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Néin ollen z* on ongelman (1.12) ratkaisu.

Olkoon nyt x, € K, sellainen ongelman (1.12) ratkaisu, ettd ||z.| <r.
Olkoon y € K mielivaltainen. Koska |lz.|| <7, on olemassa sellainen
e >0, ettd B.(z,) C K,. Itse asiassa voidaan valita sellainen ¢ > 0, etti
z, +e(y — z,) € K,.. Oletuksen mukaan

(F(z,),z—x,) >0
aina, kun z € K, joten erityisesti
(F(z,), 2, +e(y — @) — 27) >0,

eli
€ <F(xr)a y— xr) Z 0.

Jaetaan epayhtilo puolittain vakiolla € > 0, jolloin saadaan
(F(zr),y — ) 2 0.

Piste y € K wvalittiin mielivaltaisesti ja z, € K, C K, joten x, on variaatio-
epayhtélon (1.1) ratkaisu. O

Edellisessé lauseessa esitetyn yhtépitdvin ehdon avulla voidaan johtaa monia
variaatioepayhtdlon ratkaisun olemassaoloon riittavia ehtoja. Erdan téllaisen
ehdon todistamista varten asetetaan seuraava méaaritelma.

Maisritelma 1.6. Olkoon S C R™. Kuvaus G : S — R" on koersiivinen, jos
on olemassa sellainen piste xg € S, ettéa

(G(x) — Glao), @ — o) _

]| —o00 |z — 0|

Lause 1.10. Jos kohdefunktio F' on koersiivinen, niin variaatioepdyhtdalolld
(1.1) on ratkaisu.

Todistus. [6] Kuvauksen F': K — R™ koersiivisuus méaritelldén ehdolla

(F(x) = F(xo), 2 — o)

(||| — 00 |z — 0|

= 00 eridssi pisteessd xg € K.
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Koersiivisuusehdon ollessa voimassa on olemassa sellaiset vakiot h > || F'(zo)||
jar > ||z, ettd

(F(x) = F(xo), 2 — wo)

[l — ol

> h aina, kun ||z|| > r.

Talloin saadaan
(F(x) — F(x0),@ — 20) > h ||z — xo|| aina, kun [lz| > r,
josta edelleen
(F(x),x — x) — (F(x0),x — x0) > h||z — x|l aina, kun ||z| > r.
Néin ollen

(F(z),x —z9) > hlz— ol + (F(z0), z — o)

(. J/
g

<IIE(o)llllz—zol|
> hijz = ol = [|F(zo)[| [J2 — o]
= (A= [1F(@)l) [z — ol
——

2|l llzolll
= (h=[1F(zo)[l) |llzll = [lzoll]
————
2 ||z =lzo]|
>

(h = [|F (o)) ([lz]| — [lzol])
—_— =~

>0 >r <r
> 0 aina, kun ||z|| > 7.

Olkoon z, € K, ongelman (1.12) ratkaisu, eli
(F(z,),x —z,) >0 aina, kun z € K.
Pisteelle zy € K pitee ||xg|| < r, joten zy € B,.(0). Siis erityisesti zo € K, ja
(F(x)), 20 — ) > 0.
Kertomalla epédyhtélo vakiolla —1 saadaan
(F(z), 2, — 20) <0,

joten edelld tehdyn tarkastelun nojalla tdytyy olla ||z, || # r. Tdten ||z.| < r,
jolloin Lauseen 1.9 nojalla piste z, on variaatioepdyhtélon (1.1) ratkaisu. O
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Esimerkissd 2 (s. 16) tarkasteltiin yksiulotteista tilannetta, jossa variaatio-
epayhtalon kdypa joukko oli K = R. Havaittiin, ettd kohdefunktion olles-
sa eksponenttifunktio F'(x) = e* variaatioepédyhtalolld (1.1) ei ole ratkaisua.
Ratkeamattomuus johtuu siitéd, ettd eksponenttifunktiolla e” ei ole nollakoh-
taa kdyvassd joukossa K = R. Itse asiassa péitee:

Lemma 1.11. Aina, kun variaatioepdyhtdléongelmassa kdaypd joukko K =
koko avaruus R™ ja F' : R™ — R", piste z* € R" toteuttaa variaatioepdyhtilon
(1.1) tasmalleen silloin, kun F(z*) = 0.

Todistus. [11] Jos z* € R™ on variaatioepdyhtalon (1.1) ratkaisu,
niin  (F(z*),y —2*) >0 aina, kun y e R" Té&lloin erityisesti piste
y = x* — F(z*) € R" toteuttaa kyseisen epayhtélon:
* * ®\ (]2
(F(27), =F(z")) = = |[F(z")| > 0.

N—_——
>0

Siis taytyy olla [|[F(z*)|| = 0, eli F(z*) =0.
Jos F(z*) =0, niin (F(z*),y — 2*) = 0 aina, kun y € K. Siis z* on variaa-

tioepédyhtalon (1.1) ratkaisu. O

Ongelmaa, jossa kaypéa joukko on rajoittamaton, eli K = R", sanotaan ra-
joittamattomaksi ongelmaksi. Lemman 1.11 mukaan rajoittamattomassa va-
riaatioepayhtiloongelmassa variaatioepayhtdlo (1.1) on yhtéapitéava yhtdlon
F(z*) = 0 kanssa. Sama pétee yleisesti joukon K C R™ sisépisteille:

Lemma 1.12. Olkoon piste x* joukon K sisdpiste. Talloin z* on variaatio-
epayhtilon (1.1) ratkaisu, jos ja vain jos F(x*) = 0.

Todistus. [6] Olkoon z* variaatioepédyhtélon (1.1) ratkaisu, eli
(F(z*),y — %) >0 aina, kun y € K.

Koska z* on joukon K sisépiste, jokaiselle pisteelle z € R™ on olemassa sel-
lainen vakio € > 0 ja sellainen piste y € K, ettd z = ¢(y — z*). Olkoon

—F(z*) =e(y — x").
o



Talloin

—IF@)* = —(F("), F(z"))

Y
o

Siis taytyy olla F'(z*) = 0. O

Avoimen joukon kaikki pisteet ovat sisdpisteitd, joten ottaen huomioon
Lemman 1.12 on luonnollista, ettd variaatioepéyhtdloongelman (s. 7) kiaypa
joukko asetettiin suljetuksi.

Annetaan vield riittdva ehto variaatioepayhtdlon yksikésitteisen ratkai-
sun olemassaololle.

Lause 1.13. Jos kohdefunktio F' on vahvasti monotoninen, niin variaatio-
epayhtdlélla (1.1) on yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Vahvan monotonisuuden mééritelmén nojalla on olemassa sellai-
nen vakio 7 > 0, etta

(F(z) = Fy),x —y)
[z =y
aina, kun z,y € K ja x # y. Asettamalla piste y kiintedksi saadaan

> 7z =yl

lim 7|z —y| = oo,
[|z||—o0

joten taytyy olla
F(z) - F -
lim (F(z) - F(y),z—y) _ -
]| o0 |z -y

Suoraan médritelmistd seuraa myos, ettd vahvasti monotoniselle kuvaukselle
F patee

(F(z) = F(y),z—y) >0
aina, kun z,y € K ja x # y. Néin ollen vahvasti monotoninen kuvaus on seké
koersiivinen ettd aidosti monotoninen. Lauseiden 1.10 ja 1.8 nojalla ratkai-
sujoukko on epétyhja ja ratkaisuita on enintéddn yksi. Siis yksikésitteinen
ratkaisu on olemassa. (I
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Luku 2

CR-menetelmista

Téssé luvussa perehdytddn variaatioepdyhtéiloiden ratkaisemiseen kehitetty-
jen CR-menetelmien teoriaan ja toteutukseen. CR-menetelmien tarkastelu
perustuu teoksen [7]. Apuna kéytetddn Luvun 1 tuloksia ja teosta [17].

CR-menetelmét ovat kaksivaiheisia iteratiivisia menetelmié, joissa re-
laksaatioalgoritmeilla lasketaan aleneva suunta ja askelpituus. Néiden
parametrien avulla voidaan mé&aratd hypertaso, joka erottaa toisistaan
iteraatin ja ongelman ratkaisujoukon. Projisoimalla iteraatti hypertasolle
saadaan siis monotoninen iteraattijono. Parametrien valintaperusteita ja
relaksaatioalgoritmeja muuntamalla voidaan kehittdd mitd moninaisimpia
menetelmié variaatioepayhtéldiden ratkaisemiseen.

Erds CR-menetelmien térked ominaisuus on, ettd ne konvergoivat var-
sin lievasti rajoittavilla oletuksilla. Useimmille CR-menetelmille on osoitettu
erilaisia konvergenssiasteita, jotka yleisesti vastaavat lineaarista konver-
genssia. Mainitut ominaisuudet antavat olettaa CR-menetelmien kykenevén
ratkaisemaan monimuotoisia variaatioepdyhtdlon muotoon muuntuvia
ongelmia.

2.1 CR-menetelmien perusidea

CR-menetelmét perustuvat Newtonin menetelmdn kaltaisiin iteraatioihin.
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Ratkaistaan epélineaarinen yhtdlé ¢(¢) =0, missd ¢ : R — R on jatkuvas-
ti differentioituva. Newtonin menetelmé iteratiivisesti sovellettuna ratkaisee
linearisoidun ongelman

P(ty) + &' (te)(t —tx) =0,
missé t, on iteraatti. Téstd saadaan tunnettu menetelmé

le1 =t — ;b,((ttz)),

joka tietyilld oletuksilla konvergoi kvadraattisesti kohti yht&lon ¢(t) = 0 rat-
kaisua t*, eli
[trer = ¢ < et — ]

eraalla vakiolla ¢ > 0.

Newtonin menetelméstd on olemassa lukuisia muunnelmia ja laajen-
nuksia. Erds niistd soveltuu variaatioepidyhtélon (1.1), missda F on jat-
kuvasti differentioituva, ratkaisemiseen. Menetelméén kuuluu seuraavan
linearisoidun ongelman ratkaiseminen: On l6ydettava sellainen z, ettd

(F(2") + VF(2*)(z2 — 2%),y — 2) > 0 aina, kun y € K. (2.1)

k k+1

Téassd Newtonin menetelméssa iteraattia " seuraava iteraatti on = =z
(k=0,1,2,...). Kuten edelld, tietyilld oletuksilla menetelmi konvergoi

kvadraattisesti kohti variaatioepdyhtélon (1.1) ratkaisua.

Jacobin matriisin  VF(z¥) méirdiminen jokaisella iteraatiokierroksella
voi olla turhan tyolisti, eikd VF (z*) vilttimitti ole positiivisesti definiitti.
(Jos kuvauksen F' Jacobin matriisi on positiivisesti definiitti, kuvaus F' on
aidosti monotoninen, ja Lauseen 1.8 nojalla ongelman (2.1) ratkaisu on
yksikisitteinen.) Hieman tuonnempana tarkastellankin menetelmii, jossa
Jacobin matriisi korvataan positiivisesti definiitilla n x n -matriisilla Ay.

Olkoon V CR™ konveksi joukko ja olkoon K CV sen osajoukko.
Madritelladan kuvausjoukko { Ty : V xV — R" | k=0,1,2,... } asettamal-
la (kaikilla £ =0,1,2,...)

(A1) Tk(z,-) on vahvasti monotoninen vakiolla 7, > 0 aina, kun z € K;
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(A2) Ti(z,z) =0 aina, kun z € V.

Tarkastellaan iteratiivista menetelméé, jossa ongelman (2.1) tilalla on seu-

raava ongelma: Olkoon A\, € R, Ay > 0 annettu jokaisella iteraatiokierroksella

k. On loydettéavi sellainen z € K, etté

(F(2") + X\, 'Ti(2*,2),y — 2) > 0 aina, kun y € K.

Lause 2.1. Ongelmalla (2.2) on yksikdsitteinen ratkaisu.

Todistus. Viite seuraa ominaisuudesta (Al) ja Lauseesta 1.13.

Lause 2.2. Ongelman (2.2) ratkaisulle zZ on voimassa

(F(a%), 2" — 2) > N (Th(a, 2), 2 — o) > N Mo |2 — mkH2

Todistus. Ongelman (2.2) ratkaisu z toteuttaa epayht&lon
(F(z*) + X\, ' T (2%, 2),y — 2) > 0
kaikilla y € K. Erityisesti iteraatti 2% € K, joten
(F(2") + X\, ' T (2", 2), 2% — 2) > 0.
Kayttamalla sisdtulon ominaisuuksia saadaan
(F(z*),2" = 2) + \]" (Ti(2*,2), 2" — 2) > 0

ja edelleen
(F(z*),2" = 2) > =2\ (Th(2*,2), 2" — 2),

mistd seuraa viitteen (2.3) ensimméinen epayhtilo
(F(z*),2" — 2) > N\,  (Ti(2*,2), 2 — o).

Ominaisuuden (A2) nojalla

<Tk(xk,2),2 — xk> = <Tk(xk,2) — Ty(z*, 2%), 2 — xk>,

mistd ominaisuuden (Al) ja Maéritelmén 1.4.a nojalla saadaan

(Ty(a",2),2 — 2"y > 7/ ||z — ka2 :
Kertomalla epiyhtils puolittain vakiolla A, ' saadaan viite.
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Seuraava lause osoittaa tarkasteltavan iteratiivisen menetelmén mielek-
kyyden. Lauseen mukaan menetelmé konvergoidessaan ratkaisee variaatio-
epayhtélon (1.1).

Lause 2.3. Iteraatti x% on ongelman (2.2) ratkaisu z, jos ja vain jos x* on

variaatioepdyhtilon (1.1) ratkaisu.

Todistus. Olkoon z = x* ongelman (2.2) ratkaisu. T#lléin

(F(z") + N,' Ti(2, 2%),y — 2*) > 0 aina, kun y € K,
=0

k

toisin sanoen x* on variaatioepdyhtilon (1.1) ratkaisu.

Olkoon nyt z* variaatioepiyhtilon (1.1) ratkaisu, toisin sanoen z* € K*.

Oletetaan, ettd z* # z (z on ongelman (2.2) ratkaisu). Lauseen 2.2 mukaan
(F(a*), 2" —z) > N\ || 2 — kaQ

Kertomalla epayhtélo puolittain vakiolla —1 saadaan

—(F(z"),a* — 2) < =M\ M ||z = 2|,

josta edelleen
(F(z"),z— 2"y <= X' 7 HZ—ka2 <0
>0 >0 >0

Téssd z on ongelman (2.2) ratkaisu, joten z € K. On siis 16ydetty y € K,
jolle (F(z*),y — %) < 0. Tamé on ristiriita oletuksen z* € K* kanssa. Siis
oletuksesta z* € K* seuraa viite z¥ = 2. O

On toivottavaa, ettd ongelman (2.2) ratkaisemiseen olisi olemassa toimiva al-
goritmi. Jotta voitaisiin puhua relaksaatiomenetelméisti, olisi ongelman (2.2)
oltava yksinkertaisempi kuin alkuperdisen ongelman (1.1). N&in on esimer-
kiksi, jos jokaisella k valitaan

Ti(z,2) = Ar(z — 2),

missd Ay € R™ "™ on positiivisesti definiitti matriisi. T&ll6in rajoittamaton
ongelma (2.2) on Lemman 1.11 nojalla yhtapitdva lineaarisen yhtéloryhmén
kanssa. Néin ollen ainakin rajoittamattoman ongelman tapauksessa toimiva

24



algoritmi on olemassa.

Mikali matriisi A ”approksimoi” kuvauksen F' Jacobin matriisia, séilyttaé
tarkasteltava menetelmd Newtonin menetelmidn nopean konvergenssin. Jos
VF(2*) on positiivisesti definiitti, voidaan nopean konvergenssin mene-
telmééin valita Ay, = VF(z").

On paddytty menetelméédn, jossa ongelman (2.2) tilalla on seuraava
ongelma: Olkoon Aj € R™ ™ positiivisesti definiitti ja Ay > 0 jokaisella
iteraatiokierroksella k. On 16ydettava sellainen z € K, etté

(F(2*) + A" Ap(z — 2%),y — 2) > 0 aina, kun y € K. (2.4)

Piste z € K on ongelman (2.4) ratkaisu, jos ja vain jos Z on matriisin Ay
generoima pisteen z* — A\, A, ' F(z*) projektio joukolle K [7], eli

z = Pri¢(a® — MALF ().
Néin ollen valinta Ay = I ongelmassa (2.4) antaa projektiomenetelmdin
2F = Pryc(a® — A\ F(2%)),

missd luku Ay > 0 on niin sanottu askelpituusparametri. Kyseessd on siis
iteratiivinen menetelmé, jossa osaongelma (2.4) on muotoa

(F(*) + A\, (2 —2"),y —2) > 0 aina, kun y € K. (2.5)

Lauseen 1.5 mukaan projektiomenetelmé antaa variaatioepayhtéalon (1.1) rat-
kaisun iteraatiokierroksella k, jos ja vain jos

Pri(z® — M\ F(2%)) = 2*;
tallsinhéin epiyhtilossd (2.5) z = a*, joten

(F(z¥),y —2") > 0 aina, kuny € K.
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2.2 Perusominaisuuksia

Tarkastellaan aluksi toista tapaa laajentaa Newtonin menetelméaé

=t

Olkoon f : R™ — R ei-negatiivinen jatkuvasti differentioituva konveksi funk-
tio. Etsitdén funktion f nollakohtaa, eli pistettd z* € R™, jolle f(z*)=0.
Ratkaisu on loydettavissa gradienttimenetelmdlld

ktl._ ok f(z*)

S Ve

missé iteraatti 27! ratkaisee linearisoidun ongelman

(@) +(Vf(a"),z—2") =0.
Esitetddn nyt gradienttimenetelmin geometrinen tulkinta. Olkoon

Hy,={2z eR"| (Vf(a"),z —2") = —f(=") }.
Hypertaso Hj erottaa iteraatin z* ongelman f(z*) = 0 ratkaisujoukosta:
(Vf(z"),2" —a*) = 0> —f(a");
toisaalta konveksille funktiolle f : R — R pétee [17]
(Vf(*),a" =) < f(a¥) — f(a),

eli (kun f(z*) =0)

(Vf(ab), 2" —aF) < —f(ah).

N#hdiin, ettd 2+ on pisteen x* projektio hypertasolle Hj,. Niin ollen iteraa-

tin 2! etiisyys mihin tahansa ongelman f(2*) = 0 ratkaisuun on pienempi
kuin iteraatin z*:
k)2
| < |z* — 2 2 _J@) Z .
IV f ()]

Sovelletaan seuraavaksi edelld kuvattua lahestymistapaa variaatioepayhtalon
(1.1) ratkaisemiseen.
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Maisritelma 2.1. Olkoon W CR™ epédtyhja suljettu  joukko. Kuvaus
P:R" — R" on

(a) kdypd joukossa W, jos P(x) € W aina, kun = € R"™;

(b) kvasi-ei-laajentava joukossa W, jos ||P(x) —y| < ||z — y|| aina, kun
reR"jayeW.

Merkitaan

F(W)={P:R"— R"| P on kiiypd ja kvasi-ei-laajentava joukossa W }.

Tarkastellaan iteraattijonoa {2*}, joka toteuttaa seuraavat siinnot:

karl - Pk(i‘kJrl)

P, e f(K)

= 2k — ypopgF (2.6)
Tk € [Oa 2]

<gk,xk — x*> > o HngQ >0 aina, kun z* € K%

Nihdédn, ettd 2! on pisteen z* projektio hypertasolle
n 2
Hi(v) ={zeR"| <gk,m—mk>:—%ak“ng }.

Kuten edell, hypertaso Hy(1) erottaa pisteen z* ratkaisujoukosta K<¢. Ylei-
sesti hypertasolla Hy(7) ei ole tidtd ominaisuutta. Yleisesti pitee kuitenkin,

Fk+1

etté etdisyys pisteestd #Ft! ratkaisujoukkoon K? ei voi olla suurempi kuin

pisteestd z¥. Sama pitee pisteelle zF*1:

Lause 2.4. Olkoon z* € K% ja olkoon piste z**1 walittu sdidnndilli (2.6).
Tdlloin pitee
%2 %2 2
|27 = a™[” < [|l2* = 2"[]” = (2 = o [l*]]-
Todistus. Sdantdjen (2.6) ja Mééritelmén 2.1.b nojalla saadaan

ka+1 . x*HQ _ Hpk(jk+1) . x*H

k+1

2

IN

4t = | = [|a* — spong® — 2*|”
= [lo* = "I — 2mon (", 2" — 2*) + o} [|g"]]

o = I = 2mat [lg* | + o |

IN

i = I = 2 =)okl
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Seuraus 2.5. Olkoon piste x*™ valittu siinndilli (2.6). Télléin

(i) jono {z*} on rajoitettu;

(i) jos x* € K on jonon {x*} kasautumispiste, niin lim z* = 2*;
k—o0

(i) > (2= w)of [|g"[| < oo.

Seurauksen 2.5 kohdan (i) nojalla jonolla {z*} on kasautumispisteitd, jo-
ten kohdan (i7) mukaan riittda osoittaa, ettd erds niistd kuuluu joukkoon
K¢ C K~

Sddnnot (2.6) eiviit anna ohjeita parametrien o ja ¢f valintaan. Tar-
kastellaan seuraavaksi erdstd perusmenettelyd, jota noudattamalla voidaan
konstruoida kdytdnnossa toteutettavia iteratiivisia menetelmié.

Perusmenettely. Valitaan piste 2° € K ja jono {v;}, missi v € [0, 2] kai-
killa £k =10,1,2,... ja

> 2 =) = . @)

Valitaan lisiksi kuvausjoukko { P, € F(K) |k =0,1,2,... }.
Iteraatiokierroksella k iteraatti on 2* € K.

Askel 1: Kéyti proseduuria Dy, ja aseta y* := Dy(2*). Jos F(y*) = 0, lopeta.
Askel 2: Aseta

9" = F(y")
_ gt oY)
Tk =R
g1
"= P(a* — yowg)
kE=Fk+1

ja siirry askeleeseen 1.
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Proseduurilla Dy, etsitédéin piste y* € K, jolle (F(y*),z* —y*) >0, kun
z* ¢ K*. Jos z* € K%, niin
<gk,mk o m*> _ <F(yk),xk o yk + yk o m*>
= (F"),2" =)+ (Fy"),y" —a")

>0 (z*eK9)

> (Fy"),2" =)
_ <gk7xk _ yk>

= oulo""

Niin ollen perusmenettelyd noudattamalla saatu iteraattijono {z*} toteuttaa
ehdot (2.6), joten Seurauksen 2.5 véitteet patevit myos télle (Perusmenette-
lylla konstruoidulle) jonolle. Seurauksesta 2.5 (iii) ja ehdosta (2.7) saadaan

li]ggjlf (ak Hng2) = 0.

Jos téistd ehdosta seuraa, ettd jonon {z*} kasautumispiste kuuluu joukkoon
K4, niin Seurauksen 2.5 (ii) nojalla {z*} konvergoi kohti variaatioep#yhtélén
(1.1) ratkaisua.

Proseduuri D, olisi siis toteutettava niin, ettd erdille kasautumispis-
teelle z* olisi voimassa

(F(y),y —2*) > 0 aina, kun y € K.

Télloin saadaan variaatioepayhtdlon (1.1) ratkaisemiseen kaksivaiheinen
iteratiivinen menetelmé, joka konvergoi, jos duaalivariaatioepayhtalolla on
olemassa ratkaisu. Lauseen 1.7 mukaan tahén riittdd kohdefunktion pseudo-
monotonisuus. (T#ssd vaiheessa on luonnollista olettaa, ettid ratkaistavalla
ongelmalla (1.1) on ratkaisu.)

Projektio-operaattori Prg : R"™ — K on kvasi-ei-laajentava (itseasiassa

jopa ei-laajentava [7]), joten se voidaan valita tarkasteltavan menetelmén
proseduuriksi Dy,.
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2.3 CR-menetelman toteuttaminen

Téassd kappaleessa muodostetaan CR-menetelmé ja esitetdédn sitd koskeva
konvergenssitulos. Tarkastellaan edelleen variaatioepayhtéloéd (1.1), sen koh-
defunktiota F', (epdtyhjié suljettua konveksia) kdypdd joukkoa K C R™ ja
ratkaisujoukkoa K* sekd duaalivariaatioepayhtdlon (1.10) ratkaisujoukkoa
K4

Maisritelma 2.2. Olkoon V' C R™ konveksi ja olkoon 7' : V' — R™. Kuvaus
T on Lipschitz-jatkuva vakiolla L, jos jokaiselle pisteparille u,v € V' pétee
1T (w) = T(v)|| < Liju—vl|.

Kuvaus T : V — R" on paikallisesti Lipschitz-jatkuva, jos se on Lipschitz-
jatkuva jokaisessa joukon V rajoitetussa osajoukossa.

Tésséd kappaleessa ovat voimassa seuraavat oletukset:
K 0;
V' C R” on suljettu konveksi joukko, jolle K C V; (2.8)
F :V — R" on paikallisesti Lipschitz-jatkuva.

Esitetdén seuraavaksi Perusmenettelyd (s. 28) noudattava CR-menetelmé.
Téamén jélkeen osoitetaan menetelmén konvergenssi oletuksilla (2.8).

Menetelma 1.

Askel 0 (alustus): Valitaan piste 2° € K ja jono {7}, missé ;. € [0, 2] kaikilla
E=0,1,2,... ja

D (2 — ) = 0.
k=0

Valitaan kuvausjoukko { 7 : K x K - R" |k =0,1,2,... }, jonka kuvauk-
set toteuttavat ehdot

(B1) Ty(z,-) on vahvasti monotoninen vakiolla 7;, > 0 aina, kun z € K;

(B2) Ty (z,-) on Lipschitz-jatkuva vakiolla 7;/ > 0 aina, kun z € K;
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(B3) Ty(z,x) =0 aina, kun z € V.

Valitaan lisdksi kuvausjoukko { P, € F(K) | k =0,1,2,... }. Valitaan luvut
a, 3 €]0,1] ja 6 > 0, ja asetetaan k := 0.

Iteraatiokierroksella k iteraatti on z* € K.
Askel 1 (proseduuri Dy,): Etsi sellainen 2* € K, ettd
(F(2") + Tj,(2", 2%),y — 2) > 0 aina, kun y € K.

k

Aseta p¥ := 2F — 2%, Jos p* = 0, lopeta.

Maéritda m, joka on pienin luonnollinen luku, jolle z* + BmopF € K ja
<F(f€’“ + ﬁmép’“),p’“> < a(F(a"),p").

Aseta 0y := ™0 ja y* := z¥ + O,pF. Jos F(y*) = 0, lopeta.
Askel 2 (iteraatio): Aseta

g =Fy")
{gh k=)
ThZ TR
g
"= Pu(a* — yowg)
kE=kFk+1

ja siirry askeleeseen 1.

Menetelmén 1 askeleessa 1 on jokaisella iteraatiolla ratkaistava osaon-
gelma (2.2), missd A\, = 1. Néin ollen Lauseen 2.3 nojalla voidaan todeta,
ettd p* = 0, jos ja vain jos 2% € K*. Jos taas p* # 0 ja F(y*) # 0, saadaan
iteraatiossa proseduurin Dy, ja Lauseen 2.2 avulla
2 2
lg"I" = IFW)I" >0
ja
(¢",a" —y*) = (F(y*),a" — ") = (F(y*), —0up")
0 (P(y"),p") = =0 (F(* + 870p"), 1" )
—aby (F(z*),p*) = —aby, (F(z*), 2" — 2*)

= aby (F(2"),a" — 2*) > aby7] || 2" - kaQ >0,

v
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jolloin o}, > 0. Jos z* € K¢, niin

<gk,$k —JJ*> _ <F(yk),$k _yk+yk —JJ*>
= (F@y"),2" =) + (F"),y" —2")

>0 (z*eK9)

Niin ollen myds Menetelmiii 1 noudattamalla saatu iteraattijono {z*}
toteuttaa ehdot (2.6), joten Lauseen 2.4 ja Seurauksen 2.5 viitteet patevét.

Oletetaan, ettd ehtojen (B1)-(B3) lisdksi jokaisella indeksilld £ =0,1,2,...
péatee

(B4) 0<7 <7, <7/ <7" < 0.

Lemma 2.6. Menetelmin 1 proseduurilla Dy, konstruoitu jono {z*} on ra-
joitettu.

Todistus. Lauseen 2.2 nojalla

<F(.7:k),.7:k — zk> > 7 sz — xkﬂz,

eli

(F(a), 2" — ) < -1 || 7" - mkH2

Toisaalta Cauchy-Schwarzin epayhtilon nojalla

(F(af),a" = 2%) < [F@b)]| [|l=* = =",

joten
(F(ah), 2" —2") < —|[F(=")]| |=" - 2*[|.
Néiin ollen
EE - < (P, -0 < - 2
——
o+t
eli

PGl = 2] = 7 fJ* = [

32



Jos proseduurissa ei saavuteta lopetusehtoa p* = 0, saadaan edellisests ja
oletuksesta (B4)

[FE@)| = 7 [ = 2",
eli
1
|l2* =28 < S [[F@")]]-

Oletusten (2.8) nojalla funktio F' on paikallisesti Lipschitz-jatkuva, ja Seu-
rauksen 2.5 nojalla jono {z*} on rajoitettu, joten edellisen nojalla myos jono
{z*} on rajoitettu. O

Lause 2.7. Jos K* = K% Menetelmd 1 ratkaisee variaatioepdyhtdlin (1.1).

Todistus. Jaetaan todistus kahteen osaan, joissa Menetelmélld 1 tuotettu ite-
raattijono {z*} on (i) direllinen ja (i7) déreton.

(i) Jos jono {z*} on #irellinen, menetelmén lopetusehto tdyttyy eréilld
indeksilld k, eli p* =0 tai F(y*) =0. Jos p* =0, on Lauseen 2.3 nojalla
zF € K*. Jos F(y*) = 0, saadaan vilittomisti y* € K*.

(i1) Jos jono {z*} on #iretdn, on olemassa [7] jonon {z*} kasautumispiste
r* € K* (tdhiin tarvitaan edellistd lemmaa). Koska * € K* = K¢, saadaan

Seurauksen 2.5 nojalla

lim z* = z*.
k—o0
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Luku 3

Verkkosovellutuksia

Téssd luvussa tarkastellaan liikenneverkkoja, joiden reititystd optimoidaan
variaatioepayhtéloiden ja edellisesséd luvussa esitettyjen menetelmien avulla.
Erityisené esimerkkiné késitelladn ad hoc -tietoliikenneverkkoa.

Tavoitteena on kehittdd menetelmé, jolla verkon liikenne ohjataan kaytto-
kustannusten mukaan jaettuna kaikille kaytettavissa oleville reiteille, eli
"tasapainotetaan”. Téalla menetelmalld voidaan pakettikytkentéisen tietolii-
kenneverkon liikennetta optimoida ruuhkautumisen vélttdmiseksi.

Verkon tasapainottamista on, kuten montaa muutakin verkkoja koske-
vaa teoriaa, sovellettu ensin yleisen liikenneverkon liikenteen ohjaukseen
ja sittemmin alettu yhdistdmé&dn tietoliikenneverkkoihin. Liikenteen tasa-
painottamiselle 16ytyy runsaasti soveltamiskohteita monista nykyaikaisista
verkkoarkkitehtuureista. Aihetta tutkitaan jatkuvasti, ja tulevaisuudessa
tullaan nikemédn yhi uusia tasapainotussovellutuksia.

3.1 Verkoista

Maaritelladan aluksi verkko ja siihen liittyvid késitteitd matemaattisesti.
Téamén jalkeen esitellddn lyhyesti erilaisten tietoliikenneverkkojen toimintaa.
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Méaéritelma 3.1. [2] Verkko on jérjestetty pari G = (V, E), missia V # () on
adrellinen solmujen joukko ja relaatio £ C V x V on linkkien joukko.

Suunnatussa verkossa G = (V, E) linkit muodostuvat jarjestetyistd pareista
(z,y) € V x V. Jos relaatio F CV x V on symmentrinen (eli (z,y) € E,
jos ja vain jos (y,x) € E), sanotaan verkkoa G' = (V| E) suuntaamattomaksi
verkoksi.

1 »(2) >3
4 =® =@

Kuva 3.1: Suunnattu verkko.

Kuvassa 3.1 on esimerkki suunnatusta verkosta. Téssd verkossa solmujen
joukko on
E=1{1,2,3,4,5,6}

ja linkkien joukko
V ={(1,2),(1,4),(2,3),(2,5),(3,6), (4,5), (5,6)}.

Kuvassa 1 (s. 2) esitetty verkko on esimerkki suuntaamattomasta verkos-
ta. Jatkossa puhuttaessa verkosta tarkoitetaan suuntaamatonta verkkoa.
Madritelldén joitakin (suuntaamattoman) verkon késitteit.

Maéritelméa 3.2. Olkoot x = zg ja y = x,, verkon G = (V, E') solmuja. Jono
p = ('7:07 L1,L2y .-+ yTp—1, xn)
on verkon G polku, jos

x; € V kaikillat=0,... ,n
(x;,241) € E kaikillai=0,... ,n—1
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Luku n on polun p pituus. Solmu x = zy on polun p alkusolmu ja y = x,, sen
loppusolmu; merkitdén p = p(x,y).

Verkko G = (V, E) on yhtendinen, jos on olemassa verkon polku p(z,y) aina,
kun z,y € V jax # y.

Tietoliikenneverkoissa solmut ovat péételaitteita (esim. matkapuheli-
mia) ja linkit niiden vélisid yhteyksié (esim. radiolinkkejd). Tietoliikennever-
koista puhuttaessa voidaan polkujen sijaan puhua verkon solmujen véalisistéa
retteista.

Pakettikytkentdinen verkko tarkoittaa tietoliikenneverkkoa, jossa sol-
mujen toisilleen ldhettdmé data jaetaan ”paketteihin”, jotka siirretdédn
verkossa yksitellen. Reititystd varten kuhunkin pakettiin liitetddn kohde-
solmun osoite. Verkon solmupisteissi olevat reitittimet pitavéat ylla (tai
hankkivat tarvittaessa) reititystietoa, jonka mukaan ne kisittelevit saa-
mansa paketit. Ndin paketit etenevit yhden solmuvilin kerrallaan pédtyen
lopulta kohdesolmuunsa. Kullakin solmuvélilla liikkuu vuorotellen eri
kayttdjien paketteja. Solmupisteissd paketit varastoidaan jonoihin odotta-
maan ldhetysvuoroa. Paketit jonottavat péédstikseen vuorollaan eteenpéin,
ja ruuhkaisessa verkossa odotusajat voivat venya hyvinkin pitkiksi.

Langattomissa verkoissa mobiilit péételaitteet (solmut) voivat liikkua
toistensa suhteen mielivaltaisilla nopeuksilla. Lisdksi solmut voivat liittyé
verkkoon ja poistua verkosta milloin tahansa. Tyypillisessd langatto-
massa verkossa on kiinted runkoverkko. Esimerkiksi matkapuhelinverkot
sisaltavat tukiasemaverkon, joka rakennetaan palvelemaan tiettyd mé&draé
kayttajia tukiasemien peittoalueella. Verkon kéyttédjan pédtelaite kommu-
nikoi ldhimmé&n vapaan tukiaseman kanssa, ja runkoverkko etsii kdyttédjan
haluaman péételaitteen niin sanottujen vierailijarekisterien avulla. Matka-
puhelinverkossa ei kidytetd pakettikytkentdd, vaan kahden matkapuhelimen
vilille kytketddn yhteys koko puhelun ajaksi. N&in ollen ei voida kayttaé
myoskddn reititystd eikd sithen liittyvid ruuhkautumisen vaatimia vasta-
toimia. Matkapuhelinverkon ruuhkautumista voidaan valttda ennakoivalla
peittoaluesuunnittelulla runkoverkon rakentamisen yhteydessa (ks. [8]).
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Ad hoc -radioverkko

Toinen verkkotyyppi mobiilien langattomien verkkojen joukossa on pa-
kettikytkentdinen ad hoc -verkko, jonka erityispiirteend on kiintedn
rakenteen puuttuminen. Tamé tarkoittaa sitd, ettd ”tavallisen” verkon
tukiasemia vastaavia keskuksia ei ole, vaan linkkien muodostaminen ja&
verkon solmujen tehtdvéksi. Ad hoc -verkon rakenteettomuus jattda solmu-
jen tehtdvéksi myoOs haasteellisen reitityksen. Liikkuvien solmujen viliin
muodostetut linkit katkeavat, kun solmut siirtyvéit pois toistensa kuulu-
vuusalueelta. Tamé aiheuttaa jatkuvan reittien péivitystarpeen. Reittien
muodostamista ja ylldpitoa varten kerdttdvaad reititystietoa hankkiessaan
verkon solmut ldhettdvat toisilleen suuren médrdan erilaisia kyselyitd ja
vastauksia. Tdmé& niin sanottu kontrolliliikenne aiheuttaa helposti verkon
ruuhkautumista. Né&ihin haasteisiin vastaamaan on kehitetty erityisid ad
hoc -reititysprotokollia, jotka kukin tavallaan pyrkivat valttdméadn verkon
ruuhkautumista.

Ad hoc -verkkojen reititysprotokollat jaetaan toimintatapojensa perus-
teella proaktiivisiin ja reaktiivisiin protokolliin. Proaktiivista protokollaa
kéytettdessd verkon solmut pyrkivat yllapitdméan ajan tasalla olevat reitit
jokaiseen verkon solmuun. Télla menettelylla pyritdéan siihen, ettd solmujen
lahettdessd datapaketteja vilittdjasolmut tietavit vélittomésti (jo olemassa
olevan reititystiedon perusteella), miten toimia kunkin datapaketin kohdalla.
Toimiessaan tdméa menettelytapa aiheuttaisi néin ollen mahdollisimman
pienet viiveet datapakettien siirrossa. Reaktiivista protokollaa kaytettdesséa
reitti haetaan vasta kun sitd tarvitaan. Nédin ollen "turha” kontrolliliikenne
jdd pois, toisin sanoen solmut eivit pidd ylla reittejd, joita ei kayteta.
Proaktiivisten ja reaktiivisten protokollien tehokkuutta on tutkittu ja
vertailtu paljon (ks. esim. [13, 14]). Vertailuissa tehokkuuden mittareina
kidytetddn simuloinneissa havaittuja datapakettien keskimé&ardistd viivetté,
datapakettien vastaanottoprosenttia sekéd kontrolliliikenteen mé&araa suh-
teessa ldhetettyjen datapakettien méédrdéan. Simuloinneissa on todettu
intuitiivisestikin selvéltd tuntuva tulos: proaktiiviset protokollat ovat te-
hokkaampia hidasliikkeisissd verkoissa, joissa on vdhén solmuja; reaktiiviset
protokollat ovat suhteessa proaktiivisiin protokolliin sitd tehokkaampia mité
nopealiikkeisempid ja suurempia verkot ovat.
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3.2 Verkon tasapainotila

Téssé kappaleessa esitetddn malli yleisen liikenneverkon tasapainottamiseen.
Yleisen liikenneverkon mallin pohjalta kehitetddn tietoliikenneverkoille
soveltuva tasapainomalli ja tietoliikenneverkon liikennettd tasapainottava
variaatioepayhtéiloongelma.

Esitetddn tarvittavat merkinndt, minkd jéilkeen asetetaan verkon tasa-
painoehdot ja méaritelldan tasapainotila.

Tarkastellaan yhdistettyd verkkoa G = (N, L), jossa on n solmua ja m
linkkia. Sovitaan mukavuussyistd, ettd verkossa kuljetettava hyoddyke on
paketteja (vrt. tietoliikenneverkon datapaketit). Oletetaan, ettd tarkas-
teltavassa verkossa G on J kappaletta jérjestettyja solmupareja, joissa
ensimméinen solmu ldhettdd paketteja jalkimmaiiselle solmulle. Sanotaan
néitd solmupareja lahde-kohdesolmu -pareiksi; lyhyemmin OD-pareiksi (Ori-
gin, Destination). Merkitddn OD-parien muodostamaa joukkoa W C N x N.
Oletetaan, ettd OD-parien vilisid polkuja on yhteensd M kappaletta. Mer-
kitdan nédiden polkujen joukkoa P.

Luikennevirta on tarkasteltavalla solmuvililla liikennoivien pakettien
lukumaééra tietyssa aikayksikossé.

Olkoon f; linkin a; liikennevirta kullakin ¢ =1,2,... ,m. Talloin vek-
tori

f:(flaf%'-- ;fm)TGRT

on verkon G linkkivirtausvektori tai linkkivirtaus. Olkoon vastaavasti z; polun
p; liikkennevirta kullakin j = 1,2,... , M. Tallin vektori

T = (z1,79,...,20)" €RY

on verkon G polkuvirtausvektori tai polkuvirtaus. Asetetaan indikaattori

9

5 1, jos linkki a; on polulla p;
Y1 0  muuten
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jonka avulla saadaan linkki- ja polkuvirtauksille vastaavuusehto

M
fi=> 6yx; kaikillai=1,2,...,m. (3.1)
j=1
Verkon linkeille aq, as, ... ,a, maaritellaan linkkikustannukset cq,co,... ,Cp
ja poluille py,po, ... ,py polkukustannukset Cy,Cs, ..., Cyy, joiden perus-
teella liikenteen tasapainottaminen suoritetaan.

Asetetaan verkon linkkivirtausvektorista riippuva linkkikustannusfunktio
c: R — RY

c(f) = (a(f),ea(f),- - acm(f))T'
Téssé ¢;(f) = ¢; € Ry on linkin a; linkkikustannus kullakin ¢ = 1,2,... ;m,
ja linkkikustannusfunktion arvo c(f) € R on linkkikustannusvektori. Link-
kikustannusten ¢; = ¢;(f) ja vastaavuusehdon (3.1) avulla asetetaan polku-

kustannus
Cj = Cj(z) = Z@j%(f) (32)
i=1
kullekin polulle p;, 7 =1,2,... , M. Polkukustannus mééritelldén siis polun

muodostavien linkkien linkkikustannusten summana. Saadaan polkuvirtaus-
vektorista riippuva polkukustannusfunktio C' : R% — R%

C(z) = (Ci(x),Co(x),...,Cu(x)"

m

= (Z 5i10i(f), Z 5i20i(f)7 ceey Z 5chz(f)) .

Polkukustannusfunktion arvoa C(f) € RY sanotaan polkukustannusvekto-
r1ksi.

Madritelladn linkin a; kustannus linkkivirtauksen f; ja linkkikustannuksen
¢; tulona. Vastaavasti polun p; kustannus médritellidn polkuvirtauksen
z; ja polkukustannuksen C; tulona. Verkon kokonaiskustannus on verkon
polkujen kustannusten summa

Z 2,05 = Z 2,;C;(x) = 270 (x) = (C(x),z) .

Jatkossa puhuttaessa reitin hinnasta (esim. halvin reitti) tarkoitetaan pol-
kukustannusta (3.2), eikd edelld mairiteltyd polun kustannusta.
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Oletetaan, ettd kullakin OD-parilla wy,ws,... ,w; € W on tietty liikenne-
virta dy,, duy,, - .. ,dw, € Ry. Merkitsemélld OD-parin w; vilisten polkujen
joukkoa P, saadaan polkuvirtausehto

> z;=d,, kaikillai=1,2,... J. (3.3)

¢;€Py,
Maaritelladn polkuvirtausten kdypd joukko K asettamalla
K = { z € RY | polkuvirtausehto (3.3) on voimassa }.
Vastaavasti méaaritellaan linkkivirtausten kdypd joukko D asettamalla

D ={ f € R | ehdot (3.1) ja (3.3) ovat voimassa }.
Esitetyt merkinnét on koottu Taulukkoon 3.1 (s. 41).

Liikenneverkon tasapainotuksen perustana ovat yli puoli vuosisataa sitten
esitetyt Wardropin tasapainoehdot. Wardrop [16] esitti tasapainoehdot kah-
den periaatteen muodossa:

Wardropin ensimmaéiinen periaate. Ké&ytosséd olevien reittien matkus-
tusajat ovat yhtasuuret ja lisdksi pienemmét kuin kayttamattomilla reiteilld
olisi.

Wardropin toinen periaate. Keskimédrdinen matkustusaika on mini-
maalinen.

Ensimmadisen periaatteen mukaista liikenneverkkoa sanotaan kdyttaja-
optimoidukst ja toisen periaatteen mukaista liikenneverkkoa jdrjestelmi-
optimoiduksi. Kéyttdjaoptimoitu verkko saadaan, kun kukin verkon
kiayttaja valitsee kéytettdvikseen nopeimman mahdollisen reitin.
Jarjestelmioptimoidussa verkossa koko verkkoa hallitseva ”tarkkailija”
minimoi verkon kaikkien kéyttéjien yhteenlasketun matka-ajan.

Téassd kasitellidn ensimmaéisen periaatteen mukaista kayttdjaoptimoitua
tilannetta. Talloin tarkasteltavaa teoriaa voidaan soveltaa myds rakenteetto-
miin tietoliikenneverkkoihin, joissa verkon yldpuolinen tarkkailija puuttuu.
Rakenteettomassa verkossa reitinvalinnan suorittaa kukin ldhettéava solmu.
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n | € N\{0} | #N, verkon solmujen lukuméira

m | €N #L, verkon linkkien lukuméara

W | C N x N | verkon OD-parien joukko

J | eN #W , verkon OD-parien lukuméara
P, OD-parin w vilisten polkujen joukko

P UP,, kaikkien OD-parien valisten polkujen joukko
M| eN #P, kdytettavissi olevien polkujen lukuméaira
a; | €L verkon linkki (i = 1,2,... ,m)

pj | €P OD-parin vélinen polku (j =1,2,... , M)
di; | €{0,1} linkki-polku -indikaattori

fi | eRy litkkennevirta linkissé a;

f | eRY linkkivirtausvektori

z; | € Ry liikennevirta polulla p;

T | € Rf polkuvirtausvektori

¢ | € Ry linkin a; linkkikustannus

C; | e Ry polun p; polkukustannus

d, | € Ry OD-parin w litkennevirta

c | R — R7T | linkkikustannusfunktio

C RJE — RJE polkukustannusfunktio

K | CRY polkuvirtausten kidypé joukko

D | CRT linkkivirtausten kaypéa joukko

Taulukko 3.1: Kéytettdaviat merkinnét.

Muotoillaan ~ Wardropin
reitityksessd kaytettavin
jossa minimoitavina ovat
nin "tyokaluina” toimivat

Wardropin tasapainoehto.
tien polkukustannukset ovat yhtésuuret ja lisdksi

ensimmaéainen periaate

useamman OD-parin verkoille:

kayttamattomilla reiteilld olisi.

Maaritelmé 3.3. Wardropin tasapainoehdon toteuttava polkuvirtausvek-
tori z* € K on tasapainotila. Talloin voidaan sanoa myos:
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Polkuvirtausvektori z* on tasapainossa.

Verkon liikenne on tasapainossa polkuvirtausvektorilla x*.

Tasapainotilan méaaritelmélle on johdettavissa monia yhtédpitdvid muotoja.
Esitetaéin seuraavaksi joitakin vaihtoehtoisia tasapainoehtoja [11, 15].

Tasapainoehto 1. Polkuvirtausvektori z* € K on tasapainotila, jos jokai-
sella OD-parilla on kiaytossd vain halvimmat reitit.

Tasapainoehto 2. Polkuvirtausvektori z* € K on tasapainotila, jos jokai-
sen OD-parin w € W kaikilla poluilla p,, ps € P, ehdosta C,(z*) > C,(x*)
seuraa , = 0.

Tasapainoehto 3. Polkuvirtausvektori x* € K on tasapainotila, jos jokai-
sen OD-parin w € W kaikilla poluilla p; € P, on voimassa polkukustannus-
ten C; = Cj(z*) minimaalisuusehto

{Cj—)\w, jos x5 >0

3.4
Cj > Ay, josa;=0" (34)

missd A\, € R, on OD-parin w tasapainotettu polkukustannus.

Seuraavat lauseet antavat viela kaksi vaihtoehtoista muotoa verkon ta-
sapainotilan méaéaritelmaélle.

Lause 3.1. Polkuvirtausvektori z* € K on tasapainotila, jos ja vain jos
(C(z"),x —2*) > 0 aina, kun z € K.

Todistus. [15] Jos x* € K on tasapainossa, on tilloin vain halvimmat reitit
kiytossa. Polkukustannusvektorilla C'(x*) el néin ollen voi saavuttaa pie-
nempédd kokonaiskustannusta millddn kdyvén polkuvirtausvektorin z € K
valinnalla, eli

(C(z*),z) > (C(z"),z*) aina, kun x € K.
T&amé on yhtapitavasd variaatioepayhtilon
(C(x*),x —2*) >0 aina, kun z € K

kanssa.
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Oletetaan nyt, ettd variaatioepayhtalo
(C(x"),x —2*) >0 aina, kun z € K (3.5)

on voimassa, z* € K ja z* el ole tasapainossa. Téalloin on olemassa
sellainen OD-pari w € W ja sellaiset polut p,,ps € P, ettd z; >0 ja
Cr(z*) > Cy4(x*). Olkoon y € K polkuvirtausvektori, johon paiadytiain, kun
x, siirretddn reitiltd p, halvemmalle reitille ps. Kokonaiskustannus pienenee
;O (z*) — 2:Cs(z*) > 0 yksikkod, jolloin

(C(z"),y) < (C(z7),z7),

eli
(C(z"),y —x*) <0,

miké on ristiriidassa oletuksen (3.5) kanssa. O

Lause 3.2. Olkoon f* polkuvirtausvektoria x* € K wvastaava linkkivirtaus-
vektori. Polkuvirtausvektor: x* on tasapainossa, jos ja vain jos

(c(f*), f—f") >0 aina, kun f € D.

Todistus. [15] Olkoon x linkkivirtausvektoria f € D vastaava polkuvirtaus-
vektori. Vastaavuusehtojen (3.2) ja (3.1) avulla saadaan

(C(z%),2) = wTC(m*)ZZ«IjCJ(w

M

- > (etr
7j=1
alf Z&]x]

ci(f)fi = fle(f)
F)5 1)

Vaite seuraa Lauseesta 3.1. O

I
Ms

1

.
Il

I
Ms

I
M~ .
o

Lauseet 3.1 ja 3.2 muodostavat yhteyden tutkielman ensimmaéisten lukujen
ja Luvun 3 vilille:

43



Seuraus 3.3. Verkon tasapainotila saadaan variaatioepiyhtilon (1.1) rat-
kaisuna, kun variaatioepdyhtiléongelman kdypd joukko on polkuvirtausten
kdypd joukko

K = {z € RY | polkuvirtausehto (5.3) on voimassa },

ja kohdefunktio on polkukustannusfunktio C': K — Rf .

Seuraus 3.4. Verkon tasapainotilaa vastaava linkkivirtausvektor: saadan
variaatioepdyhtilon (1.1) ratkaisuna, kun variaatioepayhtilon kaypd joukko
on linkkivirtausten kdypd joukko

D ={ f eRT|ehdot (3.1) ja (3.3) ovat voimassa },

ja kohdefunktio on linkkikustannusfunktio c : D — R

Huomautus 3.1. Polkuvirtausten kiypé joukko on kompakti [11], joten
Lauseen 1.6 nojalla tasapainotila on olemassa.

Seuraavaksi esitelldén joitakin liikenneverkoille kehitettyjéd tasapainomalleja
(ks. [11, 12]).

Yksinkertaisimmassa tapauksessa kunkin linkin a; linkkikustannus ¢;
riippuu ainoastaan liikennevirrasta f;. Tatd yksinkertaisinta mallia kut-
sutaan standardimalliksi. Standardimallissa siis linkkikustannusfunktio
c: R — R on muotoa

C(f) = (Cl(fl)v 02(f2)= s 7cm(fm))T'

Laajennetussa mallissa linkin a; linkkikustannus ¢; voi riippua, paitsi
omasta, myos muiden linkkien liikennevirrasta. Monimuotoisessa liiken-
teen tasapainomallissa liikenne koostuu luokitelluista ryhmisté. Jokaisella
kuljetusmuodolla on oma kustannusfunktionsa, ja jokainen kuljetusmuoto
vaikuttaa omalta osaltaan kaikkien kuljetusmuotojen kustannusfunktioihin.

Tarkasteltaessa tilannetta pakettiradioverkon kannalta voitaisiin tyytyé
yksimuotoiseen malliin tai tarvittaessa kehittda kaksimuotoinen malli, jossa
kontrolliliikenteen ja asiakasliikenteen paketeille annetaan omat kustannus-
funktionsa.
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Tietoliikenneverkon tasapainomallissa OD-parin w vilisen liikenteen méaédraé
voidaan kuvata yksikolla pakettia/sekunti. Tavanomaisessa tietoliikennever-
kossa voidaan toimia Wardropin toisen periaatteen mukaisesti. Télloin ta-
voitteena on minimoida datapakettien keskiméarédinen viive. Linkkikustan-
nusfunktio ¢ voidaan mééritelld asettamalla ([12] s. 58) kullekin linkille a; € L

“H =5 . Iz

missd f; on linkkiin a; tulevien pakettien mééra (arrival rate), k; linkin a;

linkkikustannus

+ 9ifi,

kapasiteetti ja g; linkin a; ldpaisyviive.

Tasapainotila ja ad hoc -radioverkko

Tietoliikenneverkoilla yleisesti liikenteen tasapainottaminen tasapainot-
taa my6s verkon solmujen virrankulutusta. Mobiileista solmuista koos-
tuvassa ad hoc -verkossa tdmé& merkitsisi verkon elinidn pidentymisté
siind mielessd, ettd kestdd kauemmin ennen kuin ensimméisestd solmusta
loppuu virta. Tamé olisi hyva asia sovelluksissa, joissa verkon jokaisen
solmun toimintakyvyn siilyttdminen on tarkedd. Kyse on verkon abso-
luuttisen virrankulutuksen kasvattamisesta suhteellisen virrankulutuksen
pienentamiseksi. Tiettyihin sovelluksiin, joissa térkedd on siilyttdd mahdol-
lisimman pitkd&n muutaman solmun toimintakyky, tdmé& menettely ei sovi.
Kaytettavista reititysprotokollasta riippuen verkon liikenteen tasapainot-
tamisella voitaisiin yleisten hyotyjen liséksi saavuttaa esimerkiksi suurem-
pi datapakettien vastaanottoprosentti tai pienempi kontrolliliikenteen maéra.

Ennen kuin ad hoc -radioverkon liikennettd voidaan optimoida téssé
tutkielmassa esitetyilldi menetelmilld, on l6ydettdva vastaukset ainakin
seuraaviin kysymyksiin:

- Miten muotoillaan kustannusfunktiot?
- Miké reititysprotokolla on sopiva?

- Miten tasapainotuksen vaatima data kerdtaan?

Kustannusfunktioiden muotoilu on térked osa tasapainotusalgoritmia, silld
reitityksen optimointikriteerit esitetdan menetelmassd kustannusfunktioiden
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avulla. Kustannusfunktioissa huomioon otettavia seikkoja ovat kaksimuotoi-
nen liikenne (kontrolli- ja asiakasliikenne), reitin pituus, linkin stabiilisuus,
linkin liikennemé&édra sekd viereisten linkkien liikenneméérdt. Tasapaino-
tuksessa tulisi siis soveltaa laajennettua mallia, jossa linkkikustannuksissa
huomioitaisiin esimerkiksi linkin alkusolmun ldhettdmien pakettien koko-
naismaara.

Liikenteen tasapainottamisen perusidea ja tasapainottamisella tavoitel-
tavat edut sopivat intuitiivisesti luontevammin hidasliikkeisiin verkkoihin,
joihin siis proaktiiviset reititysprotokollat sopivat reaktiivisia paremmin.
Proaktiivisia protokollia puoltavat myos niiden paremmat valmiudet tasapai-
notuksessa kéyttokelpoisen reititysdatan kerddmiseen. Sopivan protokollan
valintaa kuten myos tasapainotuksella saatavia etuja on kuitenkin syyté
tutkia simulaattoritasolla ennen kuin esimerkiksi reaktiiviset reititysproto-
kollat suljetaan kokonaan pois laskuista.

Tasapainottamisen soveltamista ad hoc -verkkoon silmélld pitden lie-
nee syytd tulevaisuudessa kiinnittdd huomiota niin sanottuun stokastiseen
tasapainotukseen, jossa kustannusfunktioihin lisdtddn satunnainen termi.
Stokastisen liikenteenohjauksen suurin etu verrattuna deterministiseen on
se, ettd verkkoa koskevat oletukset eivédt ole niin rajoittavia. Solmuilla
ei tarvitse olla tdydellisid tietoja verkon liikenteestd, eikd myoOskéddn yh-
denmukaisia késityksid matkakustannuksista [3]. Kayténnossa stokastinen
tasapainotus voi olla paras tapa hyodyntaé tassa tutkielmassa tarkasteltavia
menetelmid mobiilien rakenteettomien tietoliikenneverkkojen tapauksessa.

Kappaleessa 3.4 esitetddn algoritmi verkon tasapainotukseen. Tyypilli-
sesti verkon liikenteen tasapainottava algoritmi etenee OD-parista toiseen
kunnes koko verkon liikenne (ts. kaikki OD-parit) on kdyty ldpi ja tasa-
painotettu. Sovitettaessa tasapainotusmenetelmid rakenteettomaan ad hoc
-verkkoon on siirryttdva vaiheittaisesta tasapainotuksesta hajautettuun
tasapainotukseen. Ad hoc -verkossa kunkin OD-parin ldhdesolmu suorittaisi
kyseisen OD-parin liikenteen tasapainotuksen.
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3.3 Tasapainoesimerkkeji

Téssé kappaleessa esitetdén joitakin verkon tasapainotilaa késittelevid ja ha-
vainnollistavia esimerkkejé.

Esimerkki 3 (Braessin paradoksi). ([11]s. 164) Tarkastellaan Kuvan 3.2
verkkoa G.

Kuva 3.2: Verkko G = (V, E).

Verkon G solmut ovat
V ={1,2,3,4}

ja linkit
E ={a,b,c,d}.
Oletetaan, etti verkossa on yksi OD-pari wy = (1,4), ja sen liikenne d,,, = 6.

Télloin kdytettdvien polkujen joukko on P = P, = {(a,c),(b,d)}. Mer-
kitaan polkuja p; = (a,c) ja p2 = (b,d). Olkoot verkon linkkikustannukset

ca(f) = calfas fo, fe fa) = 1014
co(f) = co(fas for fes fa) = fo + 50
ce(f) = ce(fas fo, fes fa) = fe + 50
ca(f) = ca(fa, fo, fer fa) = 10f4.
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talloin linkkivirtausvektori on

*
a
*

f* = b —
I
*
d

W W W W

ja polkukustannusvektori
Cla) = [ Cy(”) } _ [ ca(£7) + ce(f) } _ [ 105 + f& +50 ]
Co(z") eo(f*) + ca(f*) fr+50+10f;
10-34+3+50 | | 83
{3+50+10~3} B {83 } ‘

Oletetaan nyt, ettd verkon G solmut liikkuvat Kuvan 3.3 mukaisesti muodos-
taen linkin e, jonka linkkikustannus on

Ce(f) = Ce(fa>fb>fc> fd, fe) = f. + 10.

Kuva 3.3: Uusi linkki e.

Télloin OD-parille w; = (1,4) muodostuu kaksi uutta polkua; p3 = (a, e, d)
ja ps = (b,e,c), jolloin P = P, = {p1,p2, p3, ps}. Polkuvirtausvektori

X
T2
xs

S O W W

Ly
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ei endd ole tasapainossa, silla linkkivirtausvektorilla

Ja 3
Jo 3
f=1f|=13
Ja 3

[ fel L0

polun ps kustannus on

C3(z) = calf) +ce(f) +ca(f) = 10fa+ fo+ 10+ 10f4
= 30+0+10+30 =70 < 83

Nyt tasapaino saavutetaan polkuvirtausvektorilla

x] 2
.’L'* _ .132 _ 2 :
T35 2
T 0
talloin linkkivirtausvektori on
] 4]
Iy 2
ff=17m1=12
fa 4
| o] L2
ja polkukustannusvektori
[ Ci(a") ca(f") + ce(f*)
C(l‘*) _ 02('1:*) _ Cb(f*) + Cd(f*)
Cs(z") ca(f*) +ce(f*) + ca(f*)
| Ca(z") co(f*) + ce(f*) + ce(f*)
[ 10f* 4 f* + 50 10-442+50
a fy +50410f; B 2+50+10-4
N 10fx 4+ fr 4+ 104 10f; N 10-44+2+4+10+4+10-4
_f§+50+f§+10+f:+50 24+50+24+104+2+50
[ 92
B 92
B 92
116
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Néin paddyttiin (esimerkin nimen mukaisesti) paradoksaaliseen tilanteeseen:
Uuden linkin tuomat uudet reitit kasvattavat polkukustannuksia! Yksittédisen
reitin kustannus kylla pienenee (3 - 83 =249 — 292 = 184), mutta verkon
kokonaiskustannus (C'(z*), z*) kasvaa

92
92 83

(2 2 2 0] 0 -[3 3}{83} = 552 —495
116

= 57

yksikkod. Tamé johtuu yksinkertaisesti siitd, ettd uusilla poluilla on samo-
ja linkkeja alkuperéisten polkujen kanssa. Voidaan osoittaa, ettd uusi polku
p € P,, jolla ei ole yhteisia linkkeja muiden polkujen p; € P, kanssa, ei kos-
kaan kasvata OD-parin w vilisen liikenteen siirtokustannuksia Braessin pa-
radoksin mukaisesti.

Tarkastellaan vield tdmén esimerkin puitteissa tilannetta, jossa verkon G sol-
mut liikkkuvat Kuvan 3.4 mukaisesti muodostaen linkin e télla kertaa solmu-
jen 1 ja 4 valille.

Kuva 3.4: Uusi linkki e = (1,4).

Olkoon linkin e linkkikustannus jélleen c.(f) = f. + 10. Nyt polkujen joukko
on P =P, = {p1,p2,p3} = {(a,c),(b,d),e}. Verkko tasapainottuu polkuvir-

tausvektorilla
x] 0
= a5 | =1]0|;
T3 6
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talloin linkkivirtausvektori on

] o]
b 0
F=ll=1o
7 0
:] Le.
ja polkukustannusvektori
[ Ci(z7) Ca(f*) + ce(f7)
Cla) = | Calz”) | = | alf") +calf?)
| Cs(z) ce(f)
[ 10f> + fr + 50 10-0+0+50
= fy+50+10f; | =1 04+50+10-0
fr+10 6+ 10
[ 50
= 50
| 16

Verkon liikenteen kokonaiskustannus on
(C(z*),z*)=[0 0 6 ]| 50 | =96.

Kustannukset siis pienenivit, koska uudella polulla ei ole yhteisid linkkejé
muiden polkujen kanssa.

Esimerkki 4. Maéaritelma 3.1 antaa niin sanotut yksinkertaiset verkot, jois-
sa linkin alku- ja loppusolmu méaraavéit linkin yksikésitteisesti. Tarkastellaan
tassd esimerkissd verkkoja, joissa solmuparin vélilld voi olla useampi kuin yk-
si linkki. Téllaisten verkkojen tasapainottaminen voi olla tyolasté, silla ver-
kossa saattaa kullakin solmuparilla olla kidytettaviad polkuja enemmén kuin
verkossa on linkkeja.

Tarkastellaan Kuvan 3.5 (s. 52) verkkoa. Oletetaan, ettd verkossa on yksi
OD-pari w; = (1, 3), ja sen liikenne on d,,, = 10. Talléin kdytettdvien pol-
kujen joukko on P = P, = {(a,c), (b,c)}. Merkitdén polkuja p; = (a,c) ja
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odliBeglne

b

Kuva 3.5: Kaksinkertainen linkki.

p2 = (b, ¢). Olkoot verkon linkkikustannukset

Ca(f) = Ca(fa;fb;fc) - fa +5
Cb(f) = Cb(fm fb> fc) = 2fb + 10
Cc(f) - Cc(faafbafc) - fc+ 10.

Verkon liikenne on tasapainossa polkuvirtausvektorilla

25
% Z29
T = 21 _ 3 .
I R - O
3

talloin linkkivirtausvektori on

f*: l;k pu—

= wlor |

ja polkukustannusvektori

o) - [ Ci(a”) ] _ l Ca(f*) + ce(f*) ] _ l fo+5+fi+10
Co(z*) cp(f*) + ce(f*) 2fy + 10+ fr+10
2+5+10+10 333
i

2-24+104+10+10
Lisdtadn verkkoon Kuvan 3.6 (s. 53) mukaisesti linkki d, jonka linkkikustan-
nus on

Cd(f) - Cd(fa>fb> fc;fd) = fd + 5.

Verkon ainoalle OD-parille w; = (1,3) muodostuu kaksi uutta polkua;
ps = (a,d) ja ps = (b,d). Nyt polkujen joukko on

P = {pl;p2;p3;p4} = {(CL,C), (b> C)> (aad)a (b> d)}

52



Kuva 3.6: Uusi linkki d.

Edelld saatu polkuvirtausvektori ei ole tasapainossa, silld kayttaméatta ole-

villa poluilla ps ja ps polkukustannukset ovat vain 18%. Polkukustannukset

saadaan yhtasuuriksi linkkivirtausvektorilla

fa
Iy | _
fe

fi

/=

|5 wlor wlon |

talloin polkukustannusvektori on

C(z*) =

2-2410+3+10
25 15
§+5+7+5
5 15
§+10+7+5

Jo+5+ fr+10
2fy +10+ fr +10
fo+5+fa+5b
2fy +10+ f; +5

Linkkivirtausvektoria f* vastaava polkuvirtausvektori z* ei ole yksikésittei-

nen, silld linkkivirtaukseen f* — ja tasapainoon — paédstdan esimerkiksi pol-

kuvirtauksilla
S - 15
6 6
10 0
1 _ 6 2 _ .
T = , T¢ = ja x
45 35
6 6
10
| 0] | 6

93

ol o|f ol o5



Koko ratkaisujoukko saadaan esimerkiksi muotoon

5 15 15 50 5
{ (-T1>132>$3,-734)T € R* | 5 <z < E,-Tz = E—$1,$3 = E—fcl,m = 371_6 }.

Téllaisessa tilanteessa, jossa ratkaisu ei ole yksikésitteinen, saavutettava ta-
sapainotila riippuu ratkaisumenetelmésta ja sen parametreista.

Edella esitetyissd esimerkeissé késiteltiin yhden OD-parin verkkoja. Moni-
mutkaisempia verkkoja késitelladin seuraavissa kappaleissa. Laskutoimitus-

ten médrin kasvaessa (kappaleessa 3.5) turvaudutaan tietokoneavusteiseen
laskentaan.

3.4 Menetelmi verkon tasapainotukseen

Téassd kappaleessa keskitytddn verkon tasapainon numeeriseen ratkaisemi-
seen standardimallin mukaisten lineaaristen linkkikustannusten tapauksessa.

Tarkastellaan edelleen verkkoa G = (N,L). Kappaleen 3.2 merkinnét
ovat voimassa.

Olkoon kunkin linkin a; € L linkkikustannus
ci(fi) = gifi + hi,
missé g;, h; > 0.

Esitetddn ([11] s. 78) menetelmd OD-parin w liikenteen tasapainotta-
miseen.

Yhden OD-parin tasapainotus.

Askel 0 (alustus): Valitaan kiypé polkuvirtaus z° € K ja lopetuskriteeri
e > 0. Asetetaan k := 1.
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Askel 1 (valinta): Maaritd indeksijoukot
R = {j|prjn€aé<‘)0j:x§_1>0}
@ = {J] min C;}
ja valitse niistd indeksit r € R ja ¢ € Q. Jos |C, — C,| < ¢, lopeta.
Askel 2 (laskenta): Laske
C. —C,

i1 9i(ir — 0ig)?’
A = min{A/, "1},

A=

7

Aseta o
x; T —A, i=r
E_ k-1 .
;=< ;7 +A 1=q
k! muulloin

ja k := k + 1. Siirry askeleeseen 1

Esimerkki 5.

Kuva 3.7: Verkko G = (N, L).

Tarkastellaan Kuvan 3.7 (Johdannossa esitettyé) verkkoa G = (N, L), missé
N=1{1,2,3,4,56,7,8,9}

ja
L= {CLl, az, as, a4, as, g, a7, ag, a9};
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a; =(1,2) ax=(1,9) a3=(2,3)
as = (2,8) a5 =(3,4) ag=(4,5)
a7:(,6) CL8:(6,7) CL9:(7,8).
a0 = ( ,9)

Olkoot linkkikustannukset ¢;(f;) = f; + 1 kaikilla ¢ = 1,... ,10. Oletetaan,
ettd verkossa G on OD-pari w = (2, 6), jonka liikennevirta on d,, = 2. Talléin

Pw = {p1>p2>p3}7
missé
P1= (278777 6)

pe = (2,3,4,5,6)
b3 = (2; 1; 97 87 7; 6)

Suoritetaan yhden OD-parin tasapainotus. Olkoon alustava polkuvirtausvek-

tori
z? 2
=2 =1]0
0
T3 0

Talloin polkukustannukset ovat

Cr=ca(fa) +cofo) +es(fs) =3-(2+1)=9

Cy = c3(fs) +cs5(fs) +co(fo) ter(fr) =4-(0+1) =4

Cs = c1(f1) +ca(fo) +cr0(fr0) +co(fo) +es(fs) =3-(0+1)+2-(2+1) = 9.

Indeksit ovat r = 1 ja ¢ = 2. Lasketaan
Cy — Cs
10
D i1 (0 — 0i)?
9—-14 5
0O+0+1+1+1+1+1+1+1+0 7

A =

A = min{A/, 2%}

) )
= in< —=,2, = —.
m1n{7, } -

Asetetaan
xl 29— A 2—2 2
1
=y | =] +A | =]0+2|=]2
1 0
T3 T3 0 0

o6



Nyt polkukustannukset ovat

Cy = ca(fa) + colfo) +es(fs) =3- (3 +1) =
Cy = c3(f3) + cs5(fs) +c6(fe) +cr(fr) =4+ % 1)

C3 = c1(f1) + ca(f2) + c10(f10) +co(fo) +cs(fs) = 3 (0+1)+2 (3+1) =2

Niin ollen z! on tasapainotila.

Tasapainotettaessa kaikki verkon OD-parit wy,ws, ... ,w; kiytetddn edel-
listd menetelméd korjattuna siten, ettd askeleessa 1 suoritetaan valinta ja
lopetusehdon tarkistus jokaisella OD-parilla. Vastaavasti askeleessa 2 lasken-
ta suoritetaan erikseen jokaiselle OD-parille, ja uuteen polkuvirtausvektoriin
z* tehddin tarvittavat muutokset.

Menetelmé verkon tasapainotukseen.

Askel 0 (alustus): Valitaan kiypd polkuvirtaus z° € K ja lopetuskriteeri
e > 0. Asetetaan k := 1.

Askel 1 (valinta): Maaritd kullekin [ = 1,2,... , J indeksijoukot

R = {j| max C;: 251 >0}

Dpj epwl

— (i C.
Q {le?gg}” J}

ja valitse niistd indeksit 7, € R, ja ¢ € Q. Jos |C,, — C,| < e kaikilla
[=1,2,...,J, lopeta.

Askel 2 (laskenta): Laske kaikille [ = 1,2,... ,J, joille |C,, — C,| > ¢,

AE _ C?“z B qu
> e 19i(5in — 0ig)?’
A; = min{A}, z}

Aseta (I =1,2,...,J; |C,, — Cy| > €)

I, .
z Al, 1=T
k_ k-1 S
ri =19 x A, i=q
zf ! muulloin

ja k := k + 1. Siirry askeleeseen 1.
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Esitetty menetelmd verkon tasapainottamiseen kayttda siis yhden OD-
parin tasapainotukseen tarkoitettua optimaalista (ks. [11]) korjausta A.
Useamman OD-parin tasapainotus on tédstd huolimatta tyolasté, silla teh-
dessddn korjauksia polkuvirtauksiin ldhdesolmut eivat huomioi toisten
ldhdesolmujen samalla hetkelld tekemié korjauksia. Nain ollen halvimmalle
reitille voi ohjautua liikaa liikennetté, jolloin joudutaan tekeméin korjauksia
takaisin.

Esimerkki 6. Tarkastellaan Esimerkin 5 tapaan Kuvan 3.7 (s. 55) verkkoa.
Olkoot linkkikustannukset edelleen ¢;(f;) = f; + 1 kaikilla¢ = 1,... ,10. Ole-
tetaan, ettd verkossa GG on kaksi OD-paria

wy = (1,7)
wy = (2,6),
joiden litkennevirrat ovat d,,, = d,,, = 2. Kéytettavissa olevien polkujen jouk-
ko on
P = Py, U Py, = {p1,P2,P3,P4, D5, D6, P}
missa

1,2,8,7)

1,9,8,7)

1,2,3,4,5,6,7)

1,9,8,2,3,4,5,6,7)

2,8,7,6)
,3,4,5,6)

pr=(2,1,9,8,7,6).

(
(
(
(
= (
(2

Téassd esimerkissd laskutoimitukset suoritaan tarkoilla rationaaliarvoilla,
mutta merkintdjen helpottamiseksi luvut esitetddn desimaalimuodossa kol-
men desimaalin tarkkuudella. Olkoon lopetuskriteeri e = 0, 1 ja alustava pol-
kuvirtausvektori

8
I
8
N
I
S O N O OO NN
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Vastaava linkkivirtausvektori on
f=[2004000240],

jolloin polkukustannukset ovat
Ci=c(fi)+ca(fa) +eo(fo) =24+142-(4+1)=13
Cy = ca(fo) +cro(fro) +co(fo) =2-(0+1)+4+1=7
Cs = c1(f1) + es(fs) + es(fs) + ce(fo) + c2(f7) + cs(fs)
24 14+4-(0+1)+2+1=10
Cy = c2(f2) + c10(fr0) + ca(fa) + c3(f3) + e5(f5) + c6(fs) + e7(f7) + es(fs)
2. (0+1)+4+1+5-(0+1)=12
Cs = ca(fa) +oo(fo) +es(fs) =2-(4+1)+24+1=13
Co = c3(f3) + c5(fs) +co(fo) + er(f7) =4-(0+1) =4
C7 = a1(fi) + e2(f2) + cro(f10) + co(fo) + cs(fs)
— 24142 (0+1)+4+1+2+1=13.

OD-parin w; indeksit ovat 7, = 1 ja ¢ = 2. OD-parin wy indeksit ovat ro =5
ja g2 = 6. Lasketaan

Cy— 0y
T e
Z¢=1(i - z)
B 137 6 s
1414041404+ 0+0+0+0+1 4
Cs — G
AIQ = 10 2
> im1(0is — Gig)
13-4
N 3 e

O+0+1+1+1+14+14+14+1+0 7

A; = min{A},2} = 1,5

A, = min{A} 22} = 1,286.

Asetetaan

[ 2l ] [ 20 — A ] 0,5
3 9+ Ay 1,5
3 ) 0

o=z} | = ) = 0

zi AV 0,714
Th zd+ Ay 1,286

R R R N A




Vastaava linkkivirtausvektori on
f:[0,5 1,5 1,286 1,214 1,286 1,286 1,286 0,714 2,714 1,5}T

Nyt polkukustannukset ovat

Cr = c1(f1) + ea(fa) +co(fo) =3+0,5+1,214 + 2,714 = 7,429

Oy = ea(fa) + cro(fro) + co(fo) =3+ 21,5+ 2,714 = 8,714

Cs = c1(f1) + es(fs) + es(fs) + ce(fo) + cr(f7) + cs(fs)
=6+0,54+4-1,286+0,714 = 12,357

Cy = c2(f2) + c10(fr0) + cafa) + c3(f3) + e5(f5) + c6(fs) + er(f7) + es(fs)
=8+2-1,56+1,214+4-1,286+ 0,714 = 18,071

Cs = ca(fa) + colfo) + cs(fs) = 3+ 1,214 + 2,714+ 0, 714 = 7, 643

Cs = c3(f3) +c5(fs) +c6(fs) +er(fr) =4+4-1,286 =9, 143

C7 = c1(f1) + ca(f2) + cro(fro) + co(fo) + cs(fs)
=5+0,54+2-1,5+2,714+ 0,714 = 11, 929.

Indeksit ovat 1y =2, ¢ = 1, ro = 6 ja ¢o = 5. Lasketaan
Cy—C;

S0 (82 — 611)?

B 8,714 — 7,429 0391
14140414+ 040+0+0+04+1 7

Cs — Cs

S0 (86 — 6i5)?
_ 9,143 — 7,643 _ 0,214
0+0+1+1+1+4+14+14+14+140

N =

A; = min{A}, 73} = 0,321

Ay, = min{A} x5} = 0,214.

Asetetaan
[ 22 ] [ 2l + Ay ] [ 0,821 ]
3 Ty — A 1,179
3 T3 0
2’ =] 22 | = o = 0
x? T+ Ay 0,929
x2 TE— Ay 1,071
Lzl L= 1L 0
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Vastaava linkkivirtausvektori on
F=1[0,81 1,179 1,071 1,75 1,071 1,071 1,071 0,929 2,929 1,179 ]" .

Nyt polkukustannukset ovat

Or = er(f1) + ea(fa) + co(fo) = 3+ 0,821 + 1,75 + 2,929 = 8,5

Cy = Cg(fg) + ClO(flO) —+ Cg(fg) =3+2- 1, 179 + 2, 929 = 8, 286

Cs = c1(f1) + es(fs) + es(fs) + ce(fo) + c2(f7) + cs(fs)
—6+0,821+4-1,071 +0,929 — 12,036

Cy = c2(f2) + c10(fr0) + cafa) + c3(f3) + e5(f5) + c6(fs) + er(f7) + es(fs)
=842-1,179+1,754+4-1,071 + 0,929 = 17,321

Cs = ca(fa) + co(fo) + cs(fs) = 3+ 1,75 + 2,929 + 0,929 = 8,607

Cs = c3(f3) +c5(fs) +c6(fs) +er(fr) =44+4-1,071 = 8,286

C7 = a1(fi) + e2(f2) + cro(f10) + co(fo) + cs(fs)
=5+0,821+4+2-1,179+ 2,929 4+ 0,929 = 12,036.

Indeksit ovat 1y =1, ¢ = 2, 1o = 5 ja ¢o = 6. Lasketaan

Cy — Cy
All = 10 2
Zizl((si _52‘2)
_ 8,5 — 8,286 — 0,054
1+414+0+1+0+0+04+04+0+1
Cs5 — Cg
Al2 = 10 2
Zi:1(5i _5i6)
_ 8,607 — 8,286 — 0,046

0+0+1+1+1+1+1+1+14+0

A; = min{A}, 27} = 0,054

A, = min{A} 2} = 0,046.

Asetetaan
[ 2 ] [ 2]+ Ay ] [ 0,768 ]
3 3 — Ay 1,232
3 3 0
=2 | = 5 = 0
3 z3+ Ay 0,883
z N AY 1,117
RE N I R N AU

61



Vastaava linkkivirtausvektori on

f=10,768 1,232 1,117 1,651 1,117 1,117 1,117 0,883 2,883 1,232

Nyt polkukustannukset ovat

Oy = er(f1) + calfa) + o fo) = 340,768 + 1,651 + 2,883 = 8, 301

Oy = ea(fa) + cr0(f10) + co(fo) = 3 +2-1,232 + 2,883 = 8,347

Cs = c1(f1) + es(fs) + es(fs) + ce(fo) + c2(f7) + cs(fs)
=6+0,768+4-1,117+ 0,883 = 12,120

Cy = c2(f2) + c10(fr0) + ca(fa) + c3(f3) + e5(f5) + c6(fs) + e7(f7) + es(fs)
—842-1,23241,651 +4-1,117 + 0,883 — 17,467

Os = ca(fa) + co(fo) + cs(fs) = 3+ 1,651 + 2,883 + 0,883 = 8,416

Cos = c3(f3) +c5(fs) +c6(fo) +er(fr) =4+4-1,117 = 8,469

Cr = a(fi) + e2(f2) + cro(fr0) + co(fo) + cs(fs)
=5+4+0,7684+2-1,232 4+ 2,883 4+ 0,883 = 11,997.

Indeksit ovat 1, = 2, ¢ = 1, 1, = 6 ja ¢o = 5. Saadaan
Cy—C;=28,347—-8,301 =0,046 < 0,1 =¢
ja
Ce — C5 = 8,469 — 8,416 = 0,054 < 0,1 = ¢,
eli lopetusehdot tiyttyvit. Iteraatti 2® approksimoi tasapainotilaa mene-
telmaille asetetulla tarkkuudella 0, 1.

Téssd kappaleessa esitettiin lineaaristen linkkikustannusten tapaukses-
sa toimiva iteratiivinen tasapainotusalgoritmi, joka kéytti hyvikseen
yhden OD-parin tasapainotuksen optimaalista korjausta. Yleisemmissi
tapauksessa, missd linkkikustannukset eivit ole lineaariset, on kiytettava
CR-menetelmien tapaisia yleisid ratkaisualgoritmeja.

Luvussa 2 todettiin erilaisten CR-menetelmien runsaus. Sopivan CR-
menetelmédn valinta kulloinkin kéisilliolevaan ongelmaan perustetaan
menetelmédn tehokkuuteen. Tietoliikennesovellutuksissa ei riitd, ettd al-
goritmi 16ytdd ratkaisun — se on lydettdva nopeasti. On osoitettu [11],
ettd pienemmissid ja yksinkertaisemmissa verkoissa ”yksinkertaisemmat”
CR-tasapainotusalgoritmit ovat tehokkaampia kuin ”monimutkaiset” (esim.
gradienttimenetelmét, ks. Luku 2) CR-menetelmét; monimutkainen CR-
menetelmé suorittaa tasapainotuksen vihemmin iteraatioin, mutta kunkin
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iteraation laskentaan kuluva aika on paljon pidempi kuin yksinkertaisella
menetelmélld. Suuremmissa ja monimutkaisemmissa verkko-ongelmissa
tilanne k&dntyy monimutkaisempien CR-menetelmien eduksi; tarvittavien
iteraatioiden midrd kasvaa nopeammin yksinkertaisilla CR-menetelmilla,
jolloin iteraatioihin kuluva yhteenlaskettu aika on yksinkertaisilla me-
netelmilld suurempi. Tdméan havainnon mukaan ongelmanratkojan olisi
syytd kehittdd vaikkapa kaksi erilaista CR-menetelmdid — yksinkertainen
menetelmé yksinkertaisemmille ongelmille ja monimutkainen menetelmé
monimutkaisemmille ongelmille.

3.5 Numeerisia kokeita

Tésséd kappaleessa ratkaistaan yhdistettyjen verkkojen tasapainotustehtavii
kayttamalla Kazanin yliopistossa kehitettyd tietokoneohjelmaa. Ohjelma
laskee tasapainotilan algoritmilla, joka perustuu kappaleessa 2.2 esitettyyn
projektiomenetelméén. Algoritmiin kuuluu edellisen kappaleen menetelmén
valintaproseduuri, jossa kullekin OD-parille etsitddn halvin reitti ja kallein
kéytossa oleva reitti. Koska linkkikustannukset eivat valttaméatta ole lineaa-
risia, kdytetddn uuden polkuvirtausvektorin laskentaan edellisen kappaleen
menetelmén sijaan yleisempéd projektiomenetelméa.

Téamén kappaleen verkkosovellutuksissa késitellddn méaritelmén mu-
kaan suuntaamattomia verkkoja, mutta solmujen ¢ ja j vélisid linkkejé
(1,7) ja (j,i) el samaisteta kuten edelld. Langattoman tietoliikenneverkon
radiolinkeissé etenevit vastakkaissuuntaiset radioaallot eivét vaikuta toi-
siinsaa milldédn tavalla, joten on perusteltua tarkastella vastakkaissuuntaisia
lilkennemé&érié erikseen.

Esimerkki 7. Tarkastellaan Kuvan 3.8 (s. 64) verkkoa Gj.

Suoritetaan tasapainotus erikseen kolmella standardimallin mukaisella link-
kikustannusfunktiolla. Kunkin linkin a; linkkikustannus on ensimméisessa
tasapainotuksessa

ai(f)=clfi) =1+ fi,
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Kuva 3.8: Verkko (.

toisessa tasapainotuksessa

c(f)=c(fi) =1+ fi+ f?

ja kolmannessa tasapainotuksessa

c(f)=clf) =1+ fi+ fi+ f7.

Tarkastellaan tilannetta, jossa verkon G liikenne koostuu kolmen OD-parin
vilisestd liikenteestd. Olkoot verkon OD-parit w; = (2,10), wy = (3,15) ja
ws = (4,8), ja olkoon kunkin solmuparin litkenne 2 pakettia sekunnissa.

OD-pari | pakettia/sekunti | lyhin polku
(2, 10) 2 2,7,6, 10

(3, 15) 2 3,7,9,13, 15
(4, 8) 2 4,3,7, 8

Taulukko 3.2: Verkon (G liikenne.

Taulukossa 3.2 esitetdéin verkon Gy tasapainotettava liikenne OD-parien mu-
kaan ilmoitettuna. Liséksi taulukossa ilmoitetaan iteratiivisen tasapainotus-
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menetelmin alustuksessa kdytettéivi (lyhin) polku. Valitaan menetelmin lo-
petuskriteeriksi ¢ = 0,001. Nailld tiedoilla tasapainotusohjelma suorittaa
tasapainotuksen paidtyen Taulukossa 3.3 esitettyihin tuloksiin.

linkkikustannus | iteraatioita | reitteja kaytossa
1+ f; 28 10
1+ fi+ f? 41 13
L+ fi+ 2+ 68 16

Taulukko 3.3: Verkon (G; tasapainotuksen tulokset.

Tarkastellaan iteraation etenemisti linkkikustannusten

a(f) =ca(f) =1+ fi+ [P+ f}

tapauksessa. Téssd tasapainotetut polkukustannukset (3.4) asettuvat arvoi-

hin

Aw, = 15,39
Awy = 23,48
Aw, = 17,48.

Kuvassa 3.9 (s. 66) on esitetty iteraation edetessié OD-parin ws = (3,15)
kédyttamien reittien kustannukset. Kuvaan on piirretty kullakin iteraatiokier-
roksella kustannukset reiteille, joilla liikennevirta on positiivinen. Kuvasta on
helppo seurata, miten menetelmén edetessé halvin reitti otetaan kayttoon ja
kalleimmista luovutaan.

Kuvasta 3.10 (s. 67) kiy ilmi, miten OD-parin wy = (3,15) liikkennevirta
jakautuu eri reiteille kullakin iteraatiokierroksella.

Linkkikustannuksilla ¢;(f) = ¢;(f;) = 1 + fi + f? + f? suoritetun tasapaino-
tuksen jalkeen kaytossd on 16 reittid. Kyseiset reitit ovat

p = pi(2,10) = (2,7,6,10)

P = (2,10) = (2,8,9,12,11,10)

ps = p3(2,10) = (2,1,8,9,12,11,10)

ps = pa(2,10) = (2,1,8,7,3,6,10)

ps = ps5(2,10) = (2,7,3,6,10)

ps = pe(3,15) = (3,7,9,13,15)

pr = pr(3,15) = (3,4,5,10,11,12,14,15)
ps = ps(3,15) = (3,6,7,9,12,13,14,15)

65



pe = po(3,15) = (3,6,7,9,13,15)
po = pwo(3,15) = (3,6,10,11,12,13,15)
pin = pu(3,15) = (3,6,10,11,12,13,14,15)
p2 = p(4,8) = (4,3,7,8)
ms = pi3(4,8) = (4,6,7,2,8)
pa = pua(4,8) = (4,6,7,2,1,8)
P15 = p15(4, 8) = (4 6,7, 8)
Dig p16(4, 8) (4,5,10,11,12,9,8).
140
120
100
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N \
2 .
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Kuva 3.9: OD-parin (3,15) polkukustannukset.
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3-7-9-13-15
3-4-5-10-11-12-14-15
3-6-7-2-1-8-9-12-13-14-15
3-6-7-9-12-13-14-15
3-6-4-5-10-11-12-13-15

1 3-6-7-9-13-15
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Kuva 3.10: OD-parin (3, 15) polkuvirtaukset.

Kaytossa olevien reittien liikennevirrat ovat

21 = 0,95658 z5=0,91563 x5 =0, 68348

2o = 0,44821 7 = 0,69656 213 = 0,49999

73 =0,32359 x5 = 0,08236 14 = 0,06401

74 =0,10320 z9=0,16268 =15 =0,56595

25 = 0,16842 119 = 0,02546 216 = 0, 18657
21 = 0,11731

Tarkastellaan verkon (G liikennevirtoja, kun
a) kaytetddn vain lyhinté reittii;
b) liikkenne on tasapainotettu.

Laskemalla linkkivirtausvektorit voidaan verrata eri solmujen ldhettdmien
pakettien méérad. Kuvassa 3.11 (s. 68) esitetddn solmujen lahetysfrekvenssit
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—+— tasapainottamaton

—— tasapainotettu

pakettia‘s

Kuva 3.11: Verkon G solmujen ldhetysfrekvenssit.

lyhimméan polun reititykselld ja tasapainotetulla reititykselld. Kuvasta
niahdéin, ettd lyhimmin polun reititykselld verkkoon muodostuu ruuhkai-
nen solmukohta. Verkkoa tasapainotettaessa liikenne jakautuu tasaisemmin
verkon solmujen kesken. Kuormittamalla kdyttaméattomia solmuja saadaan
ruuhkaisimman solmun liikenneméérad vahennettyd kolmanneksella ja toi-
seksi ruuhkaisimman solmun litkennemé&arad neljanneksella.

Otetaan tarkasteluun mukaan linkkikustannuksilla 1+ f; saatu tasapaino-
tila. Talloin voidaan tutkia kustannusfunktion vaikutusta solmujen liiken-
neméadriin. Kuvassa 3.12 (s. 69) on edellisen kuvan tapaan verkon G; sol-
mujen lahetysfrekvenssit eri reititysmuodoilla. Taulukon 3.3 tasapainotustu-
losten mukaan lineaarisilla linkkikustannuksilla suoritetun tasapainotuksen
jilkeen on kaytossd 10 reittid. Taméa tarkoittaa liikenteen ”maltillisempaa”
reititystd. Nyt tasapainotuksessa ei oteta kayttoon pisimpiéd reitteja. Kuvas-
ta 3.12 ndhdéén, ettéd talloin verkon ruuhkaisimman kohdan liikenteesté saa-
daan vihennettya vain kuudesosa.

Tasapainotuksen varjopuolena on verkon liikenneméédrin kasvaminen. Kun
reitin pituutta kasvatetaan, kasvaa myos paketin perille saantiin tarvittavien
ldhetysten lukumé&ara. Néin siis ruuhkaisten solmujen liikennettd rauhoite-
taan solmujen keskiméadrdisen liikennemédran kasvun kustannuksella. Ku-
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—+— tagapainottamaton

1 —= tagapainotettn, 1 + f

—— tasapainotettu, 1 + f+ f2+f3

pakettia‘s

Kuva 3.12: Verkon G solmujen ldhetysfrekvenssit.

vasta 3.13 ndhd&ddn, miten verkon G keskiméédrdinen liikenneméira kasvaa
lyhimmén polun reitityksestd ensimmaéisesséd ja kolmannessa tasapainotuk-

sessa.
2
W lyhimmat polut
L I tasapainotettu, 1 + f
e W tasapainotettu, 1 + 4+ f2+f3
1.4
1,2 1
0
8
[}
o

Kuva 3.13: Verkon G solmujen keskiméérdinen ldhetysfrekvenssi.
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Kuvien 3.11 (s. 68) ja 3.12 (s. 69) perusteella verkon tasapainottamisel-
la saavutettavista hyodyistd todettiin jo ruuhkautumisen vaheneminen.
Vaikka esimerkkiverkon G paételaitteiden kapasiteetti riittédisikin suu-
ren ldhetysnopeuden ylldpitdmiseen, saadaan tasapainotuksella positii-
visia vaikutuksia myo6s péédtelaitteiden virrankulutukseen. Verkkoon ei
endd muodostu keskeistd vilittdjasolmua, joka kuluttaisi akkunsa nopeasti
tyhjéksi. Verkon kokonaisvirrankulutus toki kasvaa pakettien lahetyskertojen
lisddntyessd, mutta tasapainottaminen pidentdd verkon absoluuttista eli-
nikdd. Todettakoon vield, ettd ruuhkautumisen vidhenemisen ja verkon
elinidn kasvamisen myo6td tasapainottaminen tuo mukanaan monia hyvin
toimivalle verkolle ominaisia piirteita.

Tarkasteltaessa verkon G, tasapainotuksessa kayttoon otettuja reittejé
ja verkon rakennetta voidaan havaita joitakin kyseenalaisia reitinvalintoja.
Reittien mielekkyyttd pohdittaessa on huomattava, ettd téssé simulaatiossa
kustannukset lasketaan kaikille OD-pareja yhdistéville poluille. Linkki- ja
polkukustannusfunktioiden muodon ansiosta on pitkilldkin poluilla mahdol-
lista saavuttaa alhaiset kustannukset. Tilanteen korjaamiseksi kidytdnnon
sovelluksissa kaytettdvissd olevien reittien lukumé&drdd rajoitetaan. Tie-
toliikenneverkoissa ruuhkat eivdt muodostu solmujen vélisiin linkkeihin,
vaan paketteja ldhettdviin solmuihin. Né&in ollen tietoliikennesovelluksissa
jatetddn huomiotta reitit, jotka kulkevat jonkin lyhemmén reitin solmujen
kautta (ed. esim. OD-parilla wq reitti pg siséltad kaikki reitin pg solmut,
mutta rasittaa ndiden lisiksi kolmea muuta solmua).

Kustannusfunktiota voidaan parantaa muokkaamalla linkkikustannus-
ten vakiotermejd tai ottamalla kayttoon laajennetun mallin mukaiset
linkkikustannukset. Toinen tapa parantaa kustannusfunktioita on muotoilla
polkukustannukset (3.2) siten, ettd polun pituus otetaan huomioon.

Kuvia 3.9 (s. 66) ja 3.10 (s. 67) tarkasteltaessa voidaan todeta, ettd
tasapainotusmenetelméssa riittdnee suurempikin lopetuskriteeri — ilmeisesti
edelld kuvattuja positiivisia vaikutuksia saadaan ”epatarkemmallakin”
tasapainotuksella. Lisdksi iteraatiokierrosten vdheneminen on jo sindnsé
hyva asia. Esitetddn vield kaksi tasapainotusesimerkkié, joissa kaytetddn
lopetuskriteerid € = 0,01. Esimerkin 7 tapaan suoritetaan tasapainotukset
kolmesti linkkikustannuksilla 1+ f;, 1+ fi + f2 ja 1+ fi + f2 + f2.
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Esimerkki 8. Tarkastellaan Kuvan 3.14 verkkoa Gs.

Kuva 3.14: Verkko (5.

Tasapainotetaan Taulukon 3.4 mukainen liikenne.

OD-pari | pakettia/sekunti | lyhin polku

(1, 20) 1 1, 14, 13, 12, 20
2,7) 1 2,3,4,5,6,7

(3, 10) 1 3,16, 21, 12, 11, 10
(4, 11) 1 4,17, 16, 21, 12, 11
(7, 2) 1 7.6, 5,4, 3,2

(10, 3) 1 10, 11, 12, 21, 16, 3
(11, 4) 1 11, 12, 21, 16, 17, 4
(20, 1) 1 20, 12, 13, 14, 1

Taulukko 3.4: Verkon G5 liikenne.

Valituilla parametreilla tasapainotuksessa péadstddn Taulukossa 3.5 (s. 72)
nédkyviin tuloksiin.

Kuvassa 3.15 (s. 72) esitetdén verkon G solmujen ldhetysfrekvenssit ly-
himmaén polun reititykselld ja kolmella tasapainotetulla reititykselld. Kuvas-
ta 3.16 (s. 72) ilmenee verkon G5 solmujen keskimédriisen lahetysfrekvenssin
kasvu eri kustannusfunktioilla.
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linkkikustannus | iteraatioita | reitteja kaytossa
1+ f; 16 18
1+ fi+ f? 33 24
L+ fi+ 2+ 53 28

Taulukko 3.5: Verkon G5 tasapainotuksen tulokset.

——tasapainottamaton

—=—tasapainotettu,1 +
tasapainotettu,1 + f+ 1

—+—tasapainotettu, 1 +f+ 2+ 13

4
B
5
=
g 3
2
1]
[t}
1 2 3 4 i} [ 7 g a 10 11 12 13 14 15 16 17 13 19 20 21
solmu
Kuva 3.15: Verkon G5 solmujen ldhetysfrekvenssit.
26
24 1| Mtasapainottamaton
sn || @ tasapainotettu, 1 + .1
' Otasapainotettu, 1 + f+ 1
277 mtasapainotettu, 1 +f+f2+ 13
1,8 4
1,6 1
“
E 1.4 4
% 1,2 4
o

ER

06

0,4

02

Kuva 3.16: Verkon G5 solmujen keskiméérdinen ldhetysfrekvenssi.
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Esimerkki 9. Tarkastellaan Kuvan 3.17 verkkoa Gj.

Kuva 3.17: Verkko Gs.

Tasapainotetaan Taulukon 3.6 mukainen liikenne.

OD-pari | pakettia/sekunti | lyhin polku

(4, 21) 1 4,17, 23, 21

(5, 20) 1 5, 18, 19, 20

(7, 1) 1 7,19, 18, 23, 16, 15, 1
(10, 3) 1 10, 11, 21, 23, 17, 3
(12, 4) 1 12, 22, 23, 17, 4
(13, 11) 1 13, 12, 11

(15, 6) 1 15, 22, 23, 18, 19, 6
(19, 21) 1 19, 20, 21
(21, 17) 1 21, 23, 17

(22, 3) 1 22,23, 17, 3

Taulukko 3.6: Verkon (G5 liikenne.

Kuvassa 3.18 (s. 74) esitetéén jélleen verkon G3 solmujen lahetysfrekvenssit
lyhimmaén polun reititykselld ja kolmella tasapainotetulla reititykselld. Ku-
vassa 3.19 (s. 74) nikyy verkon G3 solmujen keskimééraisen ldhetysfrekvens-
sin kasvu eri kustannusfunktioilla.
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pakettials

pakettia/s

——tasapainottamaton

—=—tasapainotettu, 1 + 1
tasapainotettu, 1 + f+ 12

——tasapainotettu, 1 +f+ 2+ f3

Kuva 3.18: Verkon (3 solmujen ldhetysfrekvenssit.

M tasapainottamaton

[l tasapainotettu, 1 + f
18 1| Otasapainotettu, 1 +f+ /2

W tasapainotettu, 1 + £+ 72+ f3

Kuva 3.19: Verkon (3 solmujen keskimé&irédinen ldhetysfrekvenssi.
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Téssd  kappaleessa havainnollistettiin tietoliikenneverkon tasapainotuk-
sella saavutettavia etuja. Esimerkeissd 7-9 n&ytettiin, miten suhteellisen
véhdaiselld liikenteen lisddmiselld voidaan verkon ruuhkakohtien liiken-
nettd saada vihenemé&dn reilusti. Tdmé& vdhentdd verkon keskeisimpien
vilittdjasolmujen virrankulutusta, jolloin verkon eliniké pitenee.

Ruuhkautumisen vé&heneminen aiheuttaa ketjureaktion, jossa lopulta
pakettien uudelleen ldhetyksen tarve pienenee. Néin ollen erittdin ruuhkai-
sissa verkoissa siirtyminen lyhimmaén polun reitityksestd tasapainotettuun
reititykseen voi tuoda merkittavid parannuksia solmujen virrankulutuson-
gelmaan.
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